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EXE- 


nr EHERBEHHCR, ARERR HE E, Neck cH M 
(N. Wiener) 等 在 本 世纪 四 十 年 代 创立 了 控制 论 科学 .其 后 ， 自 
动 控制 技术 .自动 控制 理论 .数字 计算 机 技术 、 航 天 技术 迅 锤 发 展 ， 
要 求人 们 根据 性 能 指标 设计 最 优 的 控制 系统 ， 在 数学 家 列 俏 希 幅 
(S. Lefsclietz) 的 影响 下 ，1953 ^Edp Z4 (D. W. Bushaw) the T dE 
优 开关 控制 ， 给 出 了 二 阶 线性 定常 系统 的 时 间 最 优 控 制 问题 的 完 
整 解答 ， 钱 学 森 在 1954 年 出 版 的 < 工程 控制 论 > 一 书 中 介绍 了 布 
绍 的 工作 ， 并 在 另 一 章 指出 ， 变 分 学 是 设计 最 优 控制 器 的 数学 方 
法 ,同时 分 析 了 二 些 具 体 实例 。 但 是 , 布 绍 所 讨论 的 问题 却 无 法 用 
古典 变 分 学 方法 进行 讨论 . m 

最 优 控 制 萄 统 的 设计 问题 提出 后 ， 吸 引 了 一 大 批 数学 家 研究 
它 的 数学 理论 .本 世 纪 五 十 年 代 ， 在 苏联 以 数学 家 庭 特 里 雅 金 
UI. C. Horario) 为 首 组 织 了 由 数学 家 和 自动 控制 理论 专家 组 
成 的 讨论 班 ,系统 全 讨 穴 控 制 过 程 的 数学 理论 .1956 年 , 庞 特 里 
雅 金 把 最 优 控制 过 程 问题 正确 地 扎 述 为 具有 约 康 的 非 吉 典 变 分 学 
问题 ， 同 时 以 猜想 前 形式 提出 了 解决 该 问题 的 数学 方法 一 -最 大 
入 原理 ， 并 且 用 它 讨论 了 布 绍 记 研 究 的 问题 ， 证 明了 最 优 开关 原 
更， 显示 了 最 大 值 原理 在 解决 最 优 控制 过 程 问题 中 的 效用 .到 
1060 年 , 庇 特 里 雅 金 等 完成 了 最 大 值 原理 的 严格 证 明 , 与 此 同时 ， 
| 1957 £p, SERRARA kH CH. H. Kpaomemartt) 运用 泛 
i BAH A A Re RC HIA T 2 ET —— £6 9E 3 UR RI 
间 最 优 控制 问题 , 青 接 证 明子 最 优 开关 原理 . 

本 世纪 五 十 年 代 ,在 美国 兰 德 (RAND) 公司 工作 的 数学 家 页 

"ue 


PAY 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


IRE (R. Bellman) 等 也 讨论 了 控制 过 程 的 数学 问题 , 发 展 了 动态 
MATE, HE TAAA. WRI. P. LaSalle) I 
用 向 量 值 测度 理论 证 明了 一 般 形式 的 开关 原理 . 卡尔 曼 {R. E. 
Kalman) 深入 研究 了 线性 系统 在 二 次 性 能 指标 下 的 最 优 控 制 问 
Bü dimus ERR. P. Rioeati) 方 程 的 求解 , ALTERE 
性 反馈 调节 器 的 设计 理论 ， 

1960 年， 国际 自动 控制 联合 会 (IEAOD 第 一 届 世 界 大 会 在 莫 
MPRE. MRE .卡尔 曼 、 诬 特 里 雅 金 等 在 大 会 上 报告 了 他 位 各 
自 的 工作 , 引起 了 人 们 航天 的 重视 , 宣告 了 最 优 控 制 理论 的 诞生 . 

最 优 拧 制 的 必要 条 侍 一 最 大 值 诛 理 ， 抬 各 和 典 变 分 学 中 极 值 
曲线 的 必要 条 件 、 最 优 开关 原型 等 做 为 应 用 实例 . 但 是 , ee 
学 不 能 处 理 最 优 开关 控制 问题 ， 所 以 人 们 说 最 优 控制 理论 是 变 分 
学 适应 控制 过 程 问题 的 新 发 展 ， 然 而 ， 美 国 的 伯 科 维 茂 (L. D. 
Berkovitz)1961 年 指出 , 运用 芝加哥 (Ohioago) 学 派 在 本 世纪 三 十 
年 代 发 展 的 变 分 学 方法 , 也 可 证 明 最 大 值 原理 。 和 但 是 , DES HUR 
关于 最 优 控制 问题 的 叙述 和 最 天 值 原理 是 与 控制 系统 的 最 优 设计 
问题 紧密 结合 的 ， 所 以 人 们 这 是 愿意 把 最 优 控制 理论 视 为 变 分 学 
的 新 发 展 , 而 不 把 它 归 结 为 变 分 学 的 一 部 分 . 

微分 方程 是 描述 控制 系统 的 数学 工具 ， 所 以 微分 方程 理论 成 
为 最 优 控制 系统 设计 理论 的 基础 和 工具 . 

本 书 讲述 最 优 控制 系统 的 微分 方程 青 论 ， 主 要 和 内容 ， 最 优 控 
制 过 程 间 题 的 来 源 以 及 数学 措 述 , 线性 系统 的 时 间 最 优 控 制 问题 ， 
最 优 开关 原理 及 其 证 明 ; 最 优 线性 反馈 调节 器 的 设计 理论 ; 最 大 值 
原理 及 其 在 变 分 学 和 开关 原理 、 油 节 器 设计 理论 中 的 应 用 ,最 优 控 
制 的 计算 方法 ; 最 大 值 原理 的 证 明 ; 分 布 参数 系统 的 最 优 控制 问题 
等 、 它 是 作为 控制 科学 .应 用 数学 、 系 统 科 学 以 及 数学 系 高 年 级 的 
选 收 课 或 研究 生 的 基础 课 < 最 优 控 制 理论 ;的 教材 而 编写 的 . 

"C 。 
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本 书 要 求 读者 具有 微 积 分 ， 线 性 代数 、 常 微分 方程 的 基础 知 
识 ， 具有 大 学 数学 系 、 应 用 数学 系 二 年 级 和 高 等 工业 院 校 数 学 知 
识 的 读者 都 可 以 阅读 ， 本 书简 要 介绍 了 勒 詹 格 积 分 初步 和 西 集 理 
论 初 步 , 它 是 完全 理解 和 掌握 本 书 内 容 的 重要 的 预备 知识 . 

本 韦 世 可 作为 电子 工程 .计算 税 科学 .自动 控制 . 符 理 科学 .经 
济 科学 等 的 最 优 控 制 理论 课 的 教学 用 书 或 教学 参考 书 ， 对 于 想 了 
解 最 优 控 制 理论 的 数学 、 应 用 数学 、 控 制 科学 和 系统 科学 的 工作 
者 , 工程 技术 人 员 , 管理 工作 人 员 , 本 书 也 有 参考 作用 . 

为 了 解 控制 间 题 是 怎么 回 事 ,我们 先 从 几 个 简单 的 例子 谈 起 . 

Dil 15253 DAE HET E 

设 有 一 部 运送 货物 前 电梯 . DUEB ICD JOB THES GEI H 
的 楼 面 , 试问 电梯 应 怎样 运行 才能 把 货物 最 快 地 运送 到 目的 地 

为 简化 问题， 我 们 假设 电梯 的 动力 是 由 具有 一 定 转录 的 可 六 
电动 机 提供 的 ,并且 可 以 随 过 静止 , 即 电动 机 不 运行 时 ， 电梯 在 任 
何 高 度 可 以 龙 止 ， 赔 时 , 假设 摩 氛 基 可 以 忽略 的 ， 

设 电 梯 欧 质量 为 m, 货物 的 质量 和 电梯 的 质量 相 比 是 很 小 的 ， 
电梯 离 地 男 的 高 度 为 2, 电动 机 作用 于 电梯 的 力 为 万 (), 那 末 电 梯 


的 运动 方程 是 , 
^m 
m P) . (1) 
E 2 E ali PUR PRAS E 2) ER Fc (9, ETE RA Fo [8 
立 不 等 式 | 
P CO [| « Fo. (2) 
由 十 电梯 初始 时 处 于 地 面 且 静止 ,所 以 有 
»(0)—0,  z(0)-—0, (3) 
nui B AE A H 的 楼 而 ,说 当 停止 送行 , 所 以 应 当 
有 | 
z(;)-H, c(t)-0. (4) 
"EC 
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:我们 的 控制 问题 是 ， 设 计 满 足 约 束 和 条件 CO 的 电梯 的 动力 
PF, e a a a UN NT UN; 并 
ELE [B] i 82 48 ^P. 

经 验 告诉 人 们 ， 应 使 电梯 以 最 大 的 胡 速 度 
运行 , 因此 
FG) = Fo; 
35 2(D2 H/2 时 , Eb LURAR IRER Afr, Hil 
F (i = Fo. 
we = H 时 ,至 人 坝 一 0 以 这 种 方式 来 控制 电 勒 机 , 电梯 将 以 最 
短 时 间 到 达 日 的 地 ， 该 经 验 是 否 对 ? 应 如 何 证 明 呢 ? 
VE [8] RAE DLE AS I. T. Tewe) 可 十 九 世 纪 在 讨论 超重 
机 运行 时 提 则 犁 ， 李 在 该 问题 和 其 他 机 械 问 题 的 基础 上 发 展 了 菠 
获 最 优 冰 近 理 论 ， 自 然 , 在 当时 的 技术 条 件 下 , 他 不 可 能 系统 地 提 
ub EIE E MER 
FENER df ic RUE Un | 
— RED., OMH, BHBHERH Zr 0D 应 满足 下 述 等 起 


fircose (n2. 03.. 


i e 
INI F (Ddtds- melt) mH, 


BS 
ja —0, 
['(-0F(Odi-nH. 
Bet 上 P gre -Q, 


f 人 


因此 ,对 任何 常数 o, 成 立 着 等 式 
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Ës 
Patr Odi- ~mH. 
从 而 
zi aN ga | 
mH- [cord 
tr h g 
« ['ecel|gQo late Fo litelds, 
因此 ,我 们 得 到 不等式 | 
qe H / Fo inr fe e+e ez. (5) 
BE, 积分 
$i tyta 
f +olat—| 12 [dà 
在 一 -下 /二 时 达到 最 小 植 
firi fyr | 
| slat=2| idt —11/4. 


hy 


所 以 , gi CE) 23:59 


BR] [8] £x. 必须 清 足 不 等 式 
| mH 
n>a EL 
E mH 
设 i -2 m s 
我 们 要 证 明 , # RGdRABIB.JERL 
FÐ =— Fosgn(t—i/2)- o. (8) 
能 使 电 撞 在 时 刻 # SAREA H 的 楼 面 。 | 
事实 上 ,这 时 O 


" dalé) 
dt? 


= — Fosgn(i—0/2), 


所 以 ,从 0 积分 到 «5, 得 到 
se 
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da") (Í 
m— =0, 
mol") 一 -f (DFoagn(t— t/t 
f NC -D Fysgn idi 
= 2p| ^ isgntdt-- Fo1"/4, 
aii ta =0, w(t y=H, 
这 就 是 说 , 在 控制 作用 力 (6) 的 作用 下 , BESEL d 时 沿 到 达 
rH 的 楼 面 . 
根据 (6) ,我 们 有 


E (t) -| 
his, M Us tcU/2 时 
qna (t) -f (£—$) Fo ds — Fo t2, 


Fa o MO«m«/21, 
-Fo Oh/BAtci Bj, 


E 
—- c) H/23; 


m vc(1*/2) =H /32. 


Jü 3 £272*/2 时 ,我 们 有 
z(1) H/2. 
因此 ,我 们 可 以 说 , 当 0<s< 互 /2 时 ,控制 作用 力 F EF Fo, 
当 H/2-s«H Bj, 了 等 和 于 一 了 Fo, 即 
F-| "s 当 Os oc« H/29,. 
-Fo SH/2-sc«H W. 
这 正 是 我 们 赁 经 验 得 出 的 结论 . 
在 控制 作用 《6) P, 方程 (生成 为 


. D 


《7) 
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UD 
ai 


T fes TE FH T, DEORA 


— Fisgni$-i'*/2), (8) 


din E oggn ts H/D. (9) 


dt 


庶 当 注意 的 是 ， 方 程 43) 和 (9 的 右 端 都 是 不 连续 机 数 ， 它 们 
的 差别 是 : (9) 的 右 端 是 时 间 变 基 # 的 函数 ,而 (9) 的 右 端 是 未 襄 变 
Ere page 方程 ( 负 直 通 过 对 8) 的 讨论 得 到 的 ; 

Tc GCSE 73 PET AE RU UR D, 我 们 仅 讨 论 过 右 端 为 连续 的 方程 ， 
对 于 方程 (8)， 即 右 端 为 自 变 由 ft 逐 段 连续 的 方程 ,我 们 可 以 利用 
XE PUPA LEOKMRUR. XE XE QD BHEORLESXE T. 

XS BEAR UA , 为 解决 电梯 最 快 弄 降 这 样 篇 单 的 控制 问题 , 如 采 限 
TPO) 是 连续 隙 数 , 将 得 不 到 解决 ， 这 荐 我 们 必须 重视 的 . 

人 大 们 自然 要 问 ; 这 种 方法 能 和 否 推 广 到 更 一 般 的 问题 呢 ? SE 1E 


JOE ALT IBEX 
T? cul), 
| luii 
Ab BS nu. 


本 书 第 二 章 将 讨论 该 问题 的 推广 , 并 给 出 它 的 一 般 解 法 ， 

例 2 空间 飞 存 器 软 着 陆 月 球 的 问题 

设 有 一 飞行 器 离 月 球 表面 的 高 度 为 志 在 月 球 引 力 的 作用 下 
FEH REMEK, AREER RRUAR, 以 使 飞行 器 软 着 
陆 于 月 球 去 面 ,并 是 燃料 最 省 . 

设 飞 行 器 (包括 喷气 燃料 ) 在 时 刻 2 的 质量 为 2.04)， 离 月 球 表 
面 的 高 度 为 2( 信 ， 喷 气 的 推力 为 w( 的 ,月球 的 引力 加 速度 为 常数 
g, 那 末 飞行 器 的 运动 方程 为 
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A. 
m^ Pu -mg utt). (10) 


MERRIEN uw) 应当 edm dan 0) / di y 3E H5, Bp VI 


Em — kult), 1) 
Xr kA 38, 同时 uC0 受 有 约束 条 性 
Ogu eo, | (12) 
ix Hi o. di Ar. 
根据 假设 , 初 值 条 件 为 
sO =h, c(0) -0, | m(0) — M, (13) 
&t IR ZR ET | 
s) =e) =À, (14) 
TSHBS TER 
m. (0 — m) =h | «char. (15) 


SUM Ed RE. XENUM REA R ABS (12) 的 控制 作用 uC), 
使 得 C0) .CH 满足 初 值 条 件 413) feo AHER (1, 3E LAE 
燃料 消耗 全 加 达到 最 小 信 . 

这 是 航天 技术 提出 的 一 个 控制 问题 . 现在 还 不 打算 解决 这 个 
问题 .应 当 说 , 航天 技术 中 有 大 量 的 控制 问题 . 

BIS 一 个 生产 计划 问题 E 

设 基 产 品 在 时 刻 1 KERES 0O, BAPAN IER RERO 
or). AREE A be), Hp b Ai. 如 果 单 位 
HESR uO), ERRA OUG). BANAK 
生产 能 力 为 w Vi I] Ze e Ie E eT! pa e A p EAER H R, T DA 


得 各 种 费 月 的 总 和 为 最 小 . 
X T8 3E REEL OEURTEP T PESCE dE XS. 
EAR, Rud 
s f à 
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2 E Hua, .. (Q8) 
IG = (67 0, 

E REP E Ou BB RE 
Ou (0) «a, (1T) 

同时 应 保证 库存 量 Q0) 满足 条 件 
Oz. (18) 

WERE BITES Ag UH E 

7 (uC)- | (0.0) t bz (1) dt. (19) 


Sr lE URERA (UD 的 生产 计划 数 wt 地， 
使 得 (5) 的 解 CO EIE A EP C18), 并 且 使 总 的 自用 民 ) 于 到 最 小 
值 ， 
这 是 一 个 非常 简单 的 生产 管理 中 提出 的 控制 问题 。 它 不 仅 有 
约束 条 和 件 如 在 控制 作用 ww E, 而 且 了 要求 系统 的 未 知 量 e CH) IE 
一 个 不 等 式 , BE R0) 也 有 约束 ， 

Hå 接线 问题 

这 是 员 努 利 (John. Bernoulli) 1696 年 提出 的 问题 ， 为 牛顿 
(I. Newton). 3Edg Jg 24 (G. W. Leibniz), HEH CL Hospital), 
贝 努 利 兄 弟 (James Bernoulli 和 John Bernoull) PH. 该 何 
E IR. i Pleo yoy8 Qa, yo EE ECT EB RN TIRE EA, vo 
vi, HRS P ORI Q CU EX A v-g(, 质量 为 m 的 质点 没 该 曲 
线 在 重力 作用 下 月 由 降落 , 如 果 没 有 摩 控 , 试 问 怎 样 的 曲线 能 使 质 
AMA P dps Qv 这 款 是 页 努 利 提 出 的 捷 线 问题 . 它 是 典 
WR Eg E de Ae SRI RE Zo. 

Uti Aki npa Rt, 曲 钱 的 参数 方程 为 

grt, y-yQ0), (20) 
« 9 > 
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它 过 了 和 多 ,所 以 
tO =a0, Y0) =y, (21) 
rE =m, YE =N, 
这 里 去 是 质点 到 达 QR SI. 《20) 也 可 以 理解 为 质点 在 T 20] 
达到 点 (wD，y 00. 
PAT 我 们 有 


2040 «GO emm, 


这 里 PURA BE 


di T 

Ey (UY -25Gs- 
REREN A 2 AERA y aliti oe fa A 0 0), R 
da omAa f dy N ` i, 
n 1 ES +{ -- gin Pet, 


ib ei 
dy / {deN .fo 
78 / (55) + uci addc 
xt Ht fi dE HU y MA £O RU. PR, 
D ^ 2 g(99—1 ` sm 8 (1, 
| (22) 


di To NE 
Ae —— vag y) cosbi), 


WAR ARA 60D JUD XXE ZR (20), ME, SEER j HR 
Js 选取 9 GD)， 使 得 (39) 以 Go， v) 为 初 值 的 解 满足 终 值 条 件 
r()-—a, YD = Ya 


FEER BE 4 HL ^ ME. 
如 果 置 ul —gin ACE, 
IRE cos 8 (£) — V 1—w* (0), 


fg wGo 满足 条 件 
POESI o 9 
+ JỌ e 
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这 时 (22) 可 改写 为 
Se II TD ul), 
(24) 


d | T 
= Va MI i. 


捷 线 问题 是 , 选取 满足 条 件 (23) 的 u), BADE CHEE 
iE TT OD RE, H HEWA a BERME. 
Djö RTI iH EA 
设 受 控 对 象 的 输入 (控制 作用 ) 为 x-), TANN eC), 它 的 
动态 方程 为 
| 55D. eCe), (25) 
显然 , 如果 控制 作用 必 为 0, 那 末 它 的 输出 不 变 ， 我 们 要 求 设 
计 反 馈 调 节 顺 ， 使 得 系统 的 输出 趋 于 零 ， 并 且 系统 的 品质 是 较 好 
的 在 扬 动 控制 理论 中 ， 通 常 要 求 拉 制作 用 心 是 输出 = 的 线性 函 
Ec, 即 线性 反馈 ,并且 用 平方 积分 指标 来 衡量 控制 系统 的 优 劣 。 
为 讨论 反馈 调 池 器 ,我 们 先 考 直 开 环 控制 问题 , 即 选取 控制 作 
用 us), 使 得 平方 积分 
| {60) + (Yas (20) 
达到 最 小 值 ， 我 们 在 平方 积分 指 桩 (26) 的 被 积 函数 中 ， 不 仅 引进 
输出 “的 而 且 引进 了 控制 作用 (O. AA 
| {+ Oto | Co) Y — 22 (0v 0141, 
所 以 
人 DAHeG]e 


--| 32) 290. dt+ | 50) v (o Yat 


. die 
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a! (0) — CP | (20) ew) 1d 


(O — a? (T), (2) 
S T—oo, A AER SD) -0, BRL 
ECO + (dt (0). (28) 
X, WMR 
mt) rut) 0, (29) 
Xi dalt) | 
3:6) ~ -=()， 
从 而 ali) —a(0)e7, 
3t H (27) RA 
上 [a? (0) -- uf (0) ) dt a* (0) (1— 679), 
4 doo, 得 到 


| e^ ee Yat = 0. 


BU, 当 elo o (-)38 4: (29) Bj, BU (20 ESI MÉE. EIC, 从 开 
环 控制 问题 得 到 线性 反馈 调节 器 (29). 

上 述 五 个 例题 来 自 不 同 的 领域 . 例 1 是 研究 起 重 机 时 引进 的 ， 
它 在 空间 技术 的 卫星 会 合 间 题 中 有 应 用 ， 例 2 是 空间 技术 提灌 的 
问题 ; 全 8 是 数量 经 济 学 中 的 问题 ; 例 4 是 变 分 学 世 立 时 的 典型 例 
题 ; JU 5 是 自动 控制 理论 中 提出 的 . 

例 1 和 全 5 吉明 ,为 研究 反馈 凋 节 器 或 闭环 控制 问题 , 宜 于 先 
研究 开 环 控制 问题 ， 它 们 也 宸 明 ， 开 环 最 优 控 制 问题 的 解 可 以 转 
化 为 闭环 控制 问题 的 解 . 

以 革 研 究 还 寡 归 ,为 全 究 入 制 间 题 ,需要 根据 问题 来 列 写 描述 
它 的 数学 方程 ， 首 先是 对 象 的 动态 方程 ， 也 称 为 系统 前 状态 方程 
JC IX, ERE RE REP RA HAIDAR EI VP Et 6 BS p 3, AFTER 
» I2-5 
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DAREI, FECI EAA 1 —, ved E RYE 
ERRER R 最 后 ， 为 衡量 系统 的 忧 劣 或 控制 作用 的 好 坏 ， 
应 当 有 刻 划 它 们 的 性 能 指标 ， 这 些 , 是 上 述 五 个 例题 的 共性 . 

最 优 控制 问题 是 ; 选取 潢 足 约 束 条 件 的 控制 作用 ,使 系 统 在 在 
湾 足 初 值 和 终 值 条 件 的 解 , 并 且 使 系统 的 性 能 指标 达到 最 小 值 . 

读者 可 以 找 出 上 述 例题 中 的 状态 方程 ， 苞 制作 用 ， 约 束 条 件 ， 
DAMEA, 以 及 性 能 指标 ， 

我 们 将 逐步 料 确 地 煞 述 最 优 控 制 问题 的 一 般 提 法 ， 若 讲述 上 
PERR. BER E tia aTe A E, 


>] en 


l 试 讨论 系统 
Te) — —-—mc)4 uq), r =T, 
deem c n EOE OE, 
取 最 小 值 了 时 的 最 优 控制 
2 对 村 系统 (C250, 试 分 析 控 制作 用 
te) = — mue! 
和 | uG) =- ek) 


E FTE, 
3 试 讨论 把 系统 


d^ € 1 k M 
di -— ud, [e | x1, 


PARIS O, 0, o ORIRE (n, 0, «e, 0) MRR, AE m 给 
定 . 
4 RRE- REAR Epai ama, 


a. f3 
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第 一 章 ”微分 方程 预备 知识 


本 章 讲述 本 书 所 带 要 的 , AXi E. Lebesgue) 积 分 和 具 

-可 可 右 痛 微 分 方 各 的 -- 些 预备 知识 ， 熟悉 这 方面 知识 的 读者 ,可 

以 在 用 到 时 参阅 ， 不 其 备 这 方面 知识 的 读者 ， 可 以 从 这 里 学 到 有 
KAF. 


$81 勒 册 格 积 分 

DI der THU He SE E pk] 2C REI A ER. 

3 f 19 fe SE DER] UI EE AB AE XR Ide np dp Xp de) fu 
Hi. 

加 时 吾 是 实 轴 上 的 集 , 并且 对 十 任 给 正 数 &， 存 在 有 限 个 或 
"HIA AST IX JR] Cos, Bj), 它 的 并 集 售 有 KH, qe 05) «8, 那 末 
ERREG, 

TER, PRX BT IRAE E 的 并 集 UJ Eu. 

如 果 p RKR [e DER, HEFER Ai 2, 0,03 —0, 

PD 使 得 

a= ig iae, 
P) e, 25 $C G tr EST, 
EUER pig. WRÁADOIOROXR Ge dECHbXR EE dH. pE 
Le, 5] E.) 8 2 $E XJ 
J,e(5 dt — 3e ta 89. 

TIR, WE e 和 站 都 是 [we, b] EBQIS NL ES AE, ec B JE SCC, E 

zk ept i 也 是 La LERRAM, FHRA 


EE. 
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| {ep (Dd 8&0) —- a fecoat--8 | $A. 
如 果 8 是 [e, b] Lf SEHR EE, JP HÁPTERDEPISEUTAU Dex, 
满足 不 等 式 
4n «pa «D Ree 
除 {pr(* 上 的 不 连续 点 外 成 立 , 并 且 在 [4, DERE Rh, 成 立 着 
Tim 9x4) — g(0, 


还 有 lim IZOLE +o0, 


g C Os, 
我 们 规定 yED 在 e, b] 圭 的 积分 为 
[ sb di -lim fo. (dt, 

可 以 证 明 ， 0s ARERR BALA B. LEELEE TEIH) 
的 选取 的 . 

We, 5b] EB SE EE S REDI ORUM 0 类 函数 之 差 , 即 在 在 
J 05 C CA, 使 得 

fD =g galt), | 

M 了 在 Eee, 5b] LJ $5 3L 3 9E 48 65, 3E ELE Y. EE La, 6] ERA 


为 
Fra Pecan f gat. 
AE ER, WRA Pu hg COS, 使 得 | 
TE) htt) ~— halt), 
那 来 fa CE) — fa (E) = tt) — ga(5, 
从 而 fa CE) Hc ga(2) = gi (0) Fh QD), 
而 hitga TM gatha 都 是 C3 类 函数 ,所 以 


^ iĝ » 
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f Un (5) -E ga(t) 1 di -| THNOBS WO 
S | ， ha CE dé f g. Ct) df = f. gi (di + hadi, 


因此 KAO - f^ (Edi = f "POL. -f "Ora 


邑 勒 员 格 积分 前 定 义 是 不 依赖 于 C; 类 函数 01 gs 的 选取 的 . 
容易 证 明 : Am. fas fo xk la, 四 上 是 勒 幢 格 可 积 的 , a os 是 
实数 ， 3l fit afa 在 [e, b] EÆ y poA, 并且 


| (as fi 60 9o. (0))di 


-— fA (D di 4-6 KAOL | 
WRS RRRA R EX, dnt fk [e, 061 EAE ih Mig ad 3H 
BJ, AE AE AE XE fL PR PRECII Ls E RHET, 903 Á- 
Pp ep ,limpet = D 
OL TAOL SE AOL Si 0 A, 二 
| f)-gQ) RG). | 


Ù 
FE tim | PD dit oo, 
| i 0 
lim | "MOLIS 

i-e qd 


EU. (3 中 不 妨 设 qu 02 20, Ju) 20. 否则 的 活 , 取 
PrE) — qx) o 4.0) Ed 0) — 100 — 45 051)72, 
Hp) = 

DLR Pu AA f TE A A e, 并 且 
TAOTAO TET AOE 
0 NOLTEN OE 07 
. I+ 
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lim PE) =g) — (p. D Ei 0) 


- dle 0172, (3) 
lim d. (5) =A) — (6100 2-4 02) 
- [eG — da 05 [T72, | (4) 
而 且 f 0) — Him 9,05 — lim hG). 


所 以 , 我们 可 以 假设 (了 {名 中 的 pE, a (D 2 AE fI. 


如 年 置 | 
YE) = max (py) , d. (0)) 


«3 (10.6) 80 9s D) 92 L3, 


| k=1, 2, =, 
ME qi) ys (E) Ryu QR) es, 
3t H. Yu C RE C22 rr (2), 


lim f yi dico, 
lim y: (H) =max (gG), RO ` 
KEL, max(g, A Je C. 2S IR Sr 
同样 可 证 , min(g, Ah) t Ek C, 2 gr 3r, 
因为 | 
fal-Igio-^0O)t 
—max(g(£, R) minig, h(D), 
所 以 , Ee DERRE RBS, FERVENTE 


fr co Lato Amaxtoco, MD)a 
-| min (gÈ, RODE 
>| yat — f a t= | JOa, 
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同样 可 得 
EZO >- | fd, 
从 而 7 本 二 EGG 本 
鸡 于 尾 给 正 数 e, 存在 而 全 得 


o<f o a-f ROLLE: 


o<f h (1) a - f bs (dic E, 


5 e — eu — b (D), 
WE p Jis iej ER |] 2, 20. HL 


Pire - ec He 
«1t - gut) | 
€ [186 —.0) (<, 
Bj, IIET FREM. 
定理 1 gu fok[o 时 上 是 勘 贝 格 可 积 的 , 那 来 对 任 给 正 数 9， 
存在 简单 函数 p， 合 得 
[lf -pW lace, 加 
Yr E X [o, 如 中 的 集 ,定义 
i, fiCERB, 
d Sie YIEE, 
Bk xs 为 E MAHEDA. W xe 在 fa, 5] ER DRR, D 
FREENET, 简称 EET, 并 且 定 义 集合 已 的 测 
Š nC 
i (8) =f xat. 


» j * 
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这 样 ， 我 位 从 积分 定义 出 发 定义 了 集合 的 测度 ， 而 勒 贡 禄 在 

引进 积分 里 是 移 从 集合 的 测度 定义 开始 的 . 
B CE) 一 0 
时 , 称 吾 为 枯 测 度 集 , 它 就 基 我 们 前 面 引进 的 等 集 , 

对 于 可 测 集 召 圭 的 实 函 数 了 ， 如 果 把 它 的 定义 域 扩 充 到 闭 区 
Hle, b], 使得 当 #E a, 四 \ 如 时 它 为 0, 并 且 扩 充 了 的 了 在 [4, b] 
上 是 勒 贝 格 可 积 的 ， MI SEE LEHNTE, AAEE E 
上 的 积分 为 


| f= | fn). 


Jes RERS ILE DEA IR CAST 48 ih C. 
设 吝 是 有 限 个 互 不 相交 的 可 测 集 加 3—1, 2, …, D BS2ESS, 


m B-U) Es, E, m OG E), E, 可 测 ， 
那 末 函数 FO =Z oxn) 


Je E VST AA. 这 里 Catet 是 实 常数 , 
A ds AR 


[23 ous HH- en Q2. 
利用 定理 1 容易 证 明 | 
定理 2 设 了 是 可 测 集 召 上 的 可 积 函数 ， 召 c- [o, b), KAN 
THER Eco, fede (a, 0] EGURL ABC, 使 得 


f GD -pW la, 
事实 上 , 在 [a, b] EXE SOO 应 用 定理 1 存在 由 使 得 
| xsd -pl lacs, 
但 是 Jio -eclate |... loco [di 


» £9. 
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-l'irozo eq). 


所 以 定理 2 成 立 . 

TTNA E ERAF RUMEBXOEK, 如 果 它 的 每 一 分 曲 
fíj-1,2,--, OE 召 上 的 可 积 实 函 数 ， 就 称 了 在 久 上 是 勒 由 
格 可 积 的 ,并 规定 积分 的 组 一 分 量 是 


[Od G1, 2, =, n), 
, 


fa od, | fo, s AOE, 
EG RRHH 

显然 , 成 立 着 | 

| 60 eot - o | SO dite | oco, 
AUR B= EU Es, BaN Ba- D, BRO 
f f= | fdt + HOLI 
对 于 w= (a 2s, c, S27 CFI, 我们 规定 w 的 范 数 为 
EEEN 
显然, 成 立 着 厅 等 式 
TOT < eta 


定理 3 dfis))mRESSEHEM,IEXAC,D, 
那 末 对 于 任 给 正 数 a, 存 在 可 测 集 加,(8) C [a, 可 ,使 得 
p(E(8)) — (0a) *À, 
Aj GD 二 -| feaen, EO 
[m «e. 
«90. 
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中 一 TEIL 


证 “我们 来 逐步 证 明定 理 3 
1° Wt f(£ c, 闭 末 显然 成 立 着 
gtii b- Ayh 


a f cat= 0-a) = | 
L J 


E B,—[e, a4-4(5 — a2] , WE 
p CE) —(b—a) z^ 


b 
aj TH cdit, 
ü — Ea 


cdi, 


RI CD) 成 立 , 且 9-0. 
2? mF Jia, 四 上 的 简单 函数 , 即 


. 1---1 
ft =i rt tuac s 


其 中 a-idicexeÓd4-b,c;€R'(9-0, L, 0, L—1»5, 85 7K 


bo [一 
| JG di- A 9e; Gui ti) 
a j-u 


7—1 talanta) 
=h | C di 
FO Jd, 
?一 
置 E, ut. n fj - AC 60], 
JPR BOB -(Qb-aeAE 


A | ft a-| fF (tdi. 
3^ 对 于 可 积 的 了 和 67-0, 存在 简单 函数 9 使 得 
f IFO -p ldi<e. 


根据 2, Fp, TE Ecl 51, EH 
n (B, (8)) = Oa) A 


b 
a| di=| edt, 
ü Eel 


因此 ,成 立春 
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= 21 。 


[feoda | pOur UF) - ec) 
=| pta | GU - e cat 
=| fidt | cot ioa 


+A , CFO) pt Yat. 
记 上 式 右 端 第 二 和 第 三 项 的 和 为 那 来 
n-a f a SO- 
-a-x[ ceo-fen. i 


从 而 lalea f IFO- P0) ha 
+a- f, feto -FO d<, : 
定理 4 WATIE [a, B1, f(e, +): [a, 可 一 Re 是 可 积 的 , 并 
BRL 
tim | 1S, $9 —£G, 916s—0, (8) 


ERASO, D, BRENES EH e, FE EC [a, 外 ,使 得 
BUE) = (5—a)A, 
af f, Sds-[ f, s)ds +E), 


1m) | «8, 
对 于 3#E [a, 8) Bv. 
证 因为 [ax, Bj 是 有 界 闭 区 间 , 根据 (8), 对 于 正 数 s, 存在 正 
3r070, 使 得 当 t £€ (a, 8], [t—- 51-5 HB, LOC 


| ife, 2 -£G, 21dsc. (9) 


. 22 , 
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取 ioc ash eeu B, ti 
mauaa (4-0, 1, ., E—1), 
Js, g} 


$ - g= Kf, 8) 


3 


JF (t, 8) 
AU g: [a, b]? 是 可 积 的 ， 所 以 存在 EC) qe, b), Bh 


得 
p CE Q8)) = (6 —a)8, 


À fa (s)ds S gidst, 
[a*l e/3. 
因此 a | fes Dds=f fts, dem, 
Ims—u/3, — (370, 1, =e, P). o (0) 
YTE le, 8l TEH tE Do, 815648 
| — 61 «8, 
T8. 15 (9) , LOL 


"1 b 
aj Fl, s) ds | Fi, s)ds--m, ml <e/3, 
^ d 


NE G, ps -| fO $)ds-t Na, i Tali era, 
由 上 上面 两 式 及 (10 得 到 | 
A | ra, )ds- |. NU sdsJ--(), 


In) 5 — [m4 la. i 
系 BRATE 5] fü, -):[eo Hor 是 可 积 的 ,并 且 


lim | IFG, $9 —fG, s)lds=0, 
正 数 入 E (0, D, IRAT e 03:42 E,(e) c [a, b], w 
和 23 + 
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B CE, Ca)) = (ba) A, 
af fe 9as=f ^ fü, odeenQ, 


JL n Ea) 
In (E «e. (11) 
t, 8 Apa ibi 
证 eto-[q o 当 0 时 
都 来 有 全 引 适 合 定 理 4 的 条 件 , 从 而 结论 得 证 . 
特 虽 , 设 瑚 [a, boR 是 可 积 的 ， 对 它 应 用 上 述 系 ,就 得 到 。 
对 二 s>0, 存在 Ee) c [a, 外 ,使 得 
p C. (2)) — Oa), 
af f()ds- | Fisjdst m9), 


L[3«i20 Bs) 
IGI EC 
pq n pEFEE2OS X LAO. WYA TEP AS EX. 
EED fie GR 是 可 积 的 , HEFE mile, b) —KR 
是 可 积 的 , 类 得 
[fe em GC Ta, Bi, kl, 2, «5, 
di 5. S e 
lim falt) =f 
除 零 集 外 成 立 , 362 :[o, 5] 0 是 可 各 的 ,并 用 
| foat- tm || fiat. 


该 定理 的 证 明 尝 略 了 . 
今后 , 如 果 革 种 关系 除 实 灿 上 淮 集 外 是 成 立 的 , 就 称 该 关系 是 
岂 乎 处 处 戌 立 的 ， 例 如 , 如 果 
üm fy) =f C) 
在 [a 8] 上 陈 零 集 外 是 成 立 的 ， 就 称 产 在 la, 可 上 几乎 处 处 收 
dv f. 
+ 24 . 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


又 ,今后 ROPATA e PAEH xe T. AT, im 
果 :RR"->R", Meja J ENE 民 ", 值 域 是 RU. 

EEG ye :[e, 5b] x TU 具有 性 质 

1? XT sc Re, fC, oiie, 5] 8 JEn (fing, 

2^ APT EE [e 0], JE, iR” 是 连续 的 ; 

9^ XT BIB XAR UK, 存在 园 风 格 可 积 的 m: De, b] R, 
使 得 不 等 式 

] f, a) m) 

对 于 EE la, b], EK mix. 

XE pila, 5] EXE SEIN. 

AUR, fis pO): De, 5]-5m" 是 可 积 的 ， 

证 DNA etie, 0] ERK, 所以 存在 有 界 代 区 ,使 得 
当 £C [a, b] 时 

pi) EK, 

Jt ELTE XE TR IBS CI 30 gr: (e, 51 K, 使 得 


lex - eG 
在 4E La, 5] 时 成 立 . 
设 ORBE MON 
这 里 中 ER MK 
JG, os) m F (t, Siete sa) 


pk-1 
E zu Jt, EP Xu rab. 


二 式 右 端的 每 一 项 是 勒 员 格 可 积 的 ,所 以 FC, e CO) JEn, 3E 


H 
FARSON am. 


HJ, 2) BOR JEE A, JEA 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


lim f (t, g.(0) —f (, e). 


根据 定理 5, (Sub JC, pC 是 勒 贝 格 可 积 的 ， B 


z] 题 


1 设 罗 和 和 由 者 是 Fa, b] FAT Rg, A HEH: 
max(ge, wq) 和 minge. dj 
都 是 [a, b] ES fer ER Ex, 
3 eie E [e b] LOARER, 3f. 
pi OO za E) E eme) 
qu m0 ‘k=l, 2, e) 


SUO SE JLAP- AR REP SEXT 
lim p) =0, 
Ab ok lina | yattat=0. 
8 itle MEEa, 51 pnUf Bon V EB 
git) pa sep ns, 
MOLTA OETA OE 
XJLSE XEXEE E 
lim Qu =lim Ja Q5, 
t b : 
iur lim , p. (Ddt- Tim | Da ] 
4 d f.ocC, JÉHJLS-AEXERE SLE 
Fagit, 
b b 
试 证 明 20 D fedis] gdr, 


5 设 了 在 [a, LEPARI, MILSE e 存在 连续 函数 


gC Oo, TRES 
HOF gt) Idi «e, 
6 证 了 在 Fa, P] ESL TAE, 3524 fe [a, 人 时 现 定 dETTR iX 
HE 
im i if (Gh) FG) |dt—0 


+* 26 * 
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A] rie TR 


E 


eB 


7 设 f 是 [a, 打上 的 勒 由 格 可 积 函 数 , 在 [4, DE SAE, 试 证 
fi) mu (7, fondu, 
是 [a, 81 上 的 连续 函数 , 并 且 
| lim [^ 17G) ~ fc lat=0 
8 ifia, 0] R^ AES DUE STER, 试 证 : SE 
R={x=[ feods E La, 0 ammi T sed 


的 财 包 是 西 的 (关于 凸 集 的 定义 参看 第 二 章 § 3)， 
9 fiie 51> 好 是 可 积 的 , 试 征 :对 于 8s>>0, 存 在 取 全 为 有 理 数 ,分 点 
也 为 有 理 数 的 简章 洱 数 由 , 使 得 | 


FAFO -p0 läte, 


Jo 把 第 9 题 的 结论 推广 到 fifa, DJe A 
11 i&f:[a, >R 是 可 积 的 , 并 且 


f F(E) [dt—0, 


那 末 几乎 钼 外 成立 
f 5-0, 
i2 ifia DOR 是 可 积 的 , /(O 0, E ETR, I 
| f A>0, 


§ 2” 勤 员 格 不 定 积分 
设 了 是 fa, 杂 上 的 勒 由 格 可 积 沙 数 , O 是 任 一 常数 ,由 
F' (a) o 

AE X HIE E BR) f fI—REÉBA. 

ORBE IESUMETERR, JSIXEOMI UD OSCE PLUS ES CRISE 
EH, | 

定理 1 设 g 是 [e 5b] ERRAR, Bpod ahtaat 
Ij, g(50g G0, Hi. g REXESEDU, SICK 9 Ele, 如 上 上 几乎 处 处 有 时 

t 27 二 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


数 ra g (220, 
证 明 郊 夏 道 行 等 编著 “ 实 变 数 函 数论 与 泛 函 分 析 概 要 ?0@ 
定理 2 设 g 在 [w, b] 上 是 单调 增 的 连续 函数 ， 那 末 T7 在 
im, b] 上 是 惑 员 格 可 积 的 , 并且 
| 2 at«gQ» - «Co. 


证 明 同 定理 1, 
根据 上 述 定 理 ， 如 果 y 是 [a, 如 上 的 鞠 贝 格 可 积 函 数 ， 并 且 


g() 250, IER 
| s (ds 
Ii gea EBERT, 并且 
f zu gs) ds) STO, di, ` (1) 
一 般 的 , 如果 g x (a, 61 LE UL SERI TR, E 
TE gD EE ODIA 
g- (6) -C[gXt*|—902)/2, 
SEX g* (02250, 97 0070, HH g'.g- dE[a, 5) EX P ER HIPI, E 
DT= + E), 
git) -9 DOr ). 


由 是 |g ds- | g*(s)ds— f g^ (s)ds, 


ma fia heoa |a 


<| (5f, g to ds S- f g- (9 ded 


D [3] R$ DAT. 
. 928 s 
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从 而 


. -2 f gl) ds] d 


<| gt) dE- i g^ (P) dis | |g E) | dit. (2) 


定理 3 设 了 在 Fe, 引 上 是 勒 员 格 可 积 的 ,更 来 几乎 处 处 成 立 
有 


| feds- fO. (8) 
证 根据 $1 定理 1 对 于 60, 存在 简单 函数 p 使 得 
ro-eGia<s 
但 是 EMI 
除去 有 限 个 点 外 成 立 ， 因 此 , 由 (2) 得 到 
Li b Ods) a 


-jii di | (JG) —o())ds - CFCO -p (6). lat 
dE Faeyr De 


«2 | LF(O — pO 1dt «26, 
根据 a0 的 任意 性 , 由 上 式 得 : 
Jj | e) foe - fO |d« 0, 


再 根据 S 1 习题 11 知 (3) 儿 乎 处 处 成 立 。 | 5 
由 等 式 (3) 得 到 
[CT NACE a-f (Odi, 
即 
| ro ei- FQ) - F(a), (4) 
29 ， 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


XX R6 iE R4 BI 3E Ig GÓ SA. 
定理 生 fiie, bj) AE UL RE RABS, 那 林 对 于 820, 存 
Eemo, 使 得 当 EC [a 6], CE) 9 5] 


ff Wan <a. 
证 对 。>0, 存 在 简单 函数 gp, 使 得 
站 lf -p00) acA, 
pH fo, D] 上 是 有 界 的 , 所 以 存在 8S>0 使 得 当 iu (E) c5 时 
| |dt <5 


从 而 由 | foe-[ O-o f oc 


得 到 |f. far! «f. IFO pO |dt +f [ple |dt«s. 
PEERS HDIENWIEDRRETUHIEdxXIksEREPERS —— E] 
EX fila OREERT, t€ [a, 0], W3 

F hi0, Fa h—h, 0h30, Ie 

img f HOROI  — (5) 

BEA to JE f TRA. | 

3c | fO], =o, 


BI 88 BL ps Js (8t CD) BR S BA 
证 事实 上 , 当 有 >0 时 ,根据 (5) 有 


lim M HOCE K f(s) ds) )- A| 
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= PM [LO — f (9 | da —0, 


.类似 地 可 以 考察 <0 的 情况 . I 
定理 6 设 F fm, DR JE T A, R Le, 6] EJLP 
FAREBNA. 


证 设 7? 是 有 理 数 ， 显 然 fr 在 [&, 5] 上 是 勒 风格 可 和 
的 , id E, 是 使 (3) 对 | 一 7?| 成 立 的 点 全 体 , ER 


4 Fford Orl EE (6) 


报 据 定型 3, p(B) =b- a, 即 了 = [6, 5] VE, J&SEfR, £j m EOR 
有 理 数 时 ，U 一 ER, Am E — n E, 的 测度 
p RE) -b-— e, 
ES, 2 £ € E fp, CO) EE RUE RARE r 成 立 . 
HEH 49€ E Hj, tc A f ORAN TRA. 不妨 设 .flto) 有 限 、 对 
87-0, 取 有 理 数 ro 使 


uf (o) 一 ro| < 本 
因此 ， 对 于 Km, hs0 R= 二 ho， 有 


T (ro) rao lds 


SSMO MAN [ro— f (8) [di 1 
上 式 右 端 等 于 
x [A Ert rel dt-e L8) — 76 


ET [7 HORE | E -- 


当 A0 时 ,对 上 式 两 边 取 上 极限 , 广 意 到 {人 得 
r) 3I . 
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——— 1 otii 
Im xb FD FD) tf rol + 
i—i] to— ħa 


再 令 s->0, 就 得 到 (5). E 
如 果 FCO): [a 8]->R 是 连续 的 , 并且 对 于 e>0, 存在 7-0, 
使 得 当 {(ow，B8w)} 是 la, 8] 中 一 族 互 不 相交 的 开 区 间 , 而 且 总 长 
度 SX o) <ò 时 ,不 等 式 | 
DFB) — FG | «5, 


就 称 FC Rett, TYRREGEGREY EA ERA. 
EET FO): [a, 6]-~ 民 为 绝对 连续 的 充 要 条 件 是 : FOA 

朝 贝 格 可 积 函 数 的 不 定 积 分 ， E 
iE BI E EB f 56 in 50. 


“$3 具 可 积 右 端的 常 微分 方程 组 
为 研究 控制 问题 , 考虑 具有 可 积 右 端的 常 微分 方程 组 
A ef, a). (2) 


假设 它 的 右 端 产 [x, 8] xRomnR 具有 下 述 性 质 : 
1? XP scm, JCO, s): la, >R 是 可 积 的 
2? XPT £C [o, 8], (6, 2 :R">R" 是 连续 的 ; 
3? AF K>0, F% (o, B] 上 的 可 积 函 教 
mr): ia, 8] R, 
Ix Co: [e 6], 
Ho ic Ee, B], Ia «E, iwl x 时 成 立 着 
IFE, e) Smrt), (2) 
| £G, 5 —f, SEH Io — yN. (3) 
ER, mE f:e B] x "Rm 是 连续 的 , 并且 了 关于 2 是 连 
续 可 微 的 , DIE Exe 1. 22. 8^ 成 立 ， 
+ 02 5 
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acc Bae 


又 ， 如 果 对 于 ER, JC, 9): ie, 8] OR" EZR ERA 对 
T f£€[o, 8], f (t, ;RR">R" 是 连续 可 微 的 ， 那 未 上 述 条 件 1"、 
2.3? pr. 

WS PiRdHp1".2?. 2^ 的 函数 万 简称 为 是 可 积 的 .方程 
(D By fus EARPEI^.2^ 3? 时 , 称 为 具 可 积 右 端的 微分 方程 组 ， 

如 时 vi (e toon" 是 连续 的 ,并 且 成 立 着 恒等式 


amn | f, ads, +E Ch, t2), 


BEER x 一 zw(*) 是 方程 组 (1 满足 初 值 条 件 


v (fo) = 2» (4) 
的 解 . 


定理 1 B file 有 x->R" 满足 上 述 第 件 1 、2”、3", 又 
EHE Go 2o) Cle, 8] xR"， 那 末 方 程 组 C) 存在 唯一 的 满足 初 
值 条 件 出 的 解 . 

证 利用 逐次 通 近 法 来 证 明 . 

MIO, 以 os op, M 为 半径 的 球 是 


[2 — eol M. (5) 
XX Hj |z] waa M—EK, 
iEADOJDESH 
[£o— h, to tA] C [ e, 8], 
"m mx Gdt« M, 
Huü x? (1) £m, 


显然, 它 位 于 球 (5) p. EKEN 
v) mas |. f Gs a°) yds, 


af) mas | f, a (2))ds, 


+ 0 e. 
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a 4) eas |, f, a (9))ds, (6) 
AFTC) 在 Hoh, tth) 上 上 和 连续， 根据 定理 1-6 ( 指 第 一 
节 定 理 全 外, RSC, a? (20 4€ [to — 5, 如 十 问 上 是 可 积 的 , 从 而 可 
HEX), EE [t5 — 5, thl ERER, HAY £€ Roh 
fot A] 讨 
2^) 一 al 所 | 人 166, of pao | P ma (ds. M. 

JI, e^ (0 BETESR Q0) rn, Jan] bl Bi (6) zz X. «6? (2, 36H. s? (D fr 
ERO 中， 一 般 地 ,如 果 e*(O EESEJE HL. sh OO BT $R H, R 
可 以 用 (6) 米 定义 gti, AE tE [t5 A, 和 十 加 时 

[2*1 05 — ag [ x f y (S)ds | SM, 
Bp a OD BECTEERGOO 由， 所 以 , 我们 可 以 用 66) 逐次 定义 
a («), gi(*), BM a" i :), : 
JFH A OE [55—5, tA] 上 上 是 连续 的 ,: eq) REREH, 
由 (6) 和 {3), 得到: 当 E KoA, tot] 
[on - e Es | f i OIC 
(b—1, 2, »--) 
由 于 Ian 一 2 x M, 
Br le) a co sar funis. 
为 确定 起 见 ， H toS Eetoch, 由 上 式 得 到 
le? 0) — e^ (D | «au Lx (8) da, 
HR p ZSETR 
UEPTIEPTITTUTETD 
- 04 >» 
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X Lx A ^ NIC | 
tsp (uem). — 0 
HU, 当 foie IR 
MONIO AOT edu) ds 


= C tx (8) ds) i 
E, 对 于 toS ER, RER TF kl, 2, … 成 立 ， 从 


cs M "Phal | 5—1 
leq) -oD <j xs) . 
同样 可 证 , 当 £6 [55—5, 6] 时 
E ias M fo K—4 
|^ (0) — a7 (6) pr. MOL . 
BEL, 24 £€ Do — h, totA] 时 | 
rta 
l6) a" E AE] te (nds) 
(k—0, 1, 2, --). | 
由 于 级 数 | 
n VR h 
& m, onn) 


是 收敛 的 , 所 以 函数 项 级 数 
e) 4. $3 Gh 6) 20) 
在 Fi 一 th EJ Hook. ERMA aO, HIC n C) 在 
[/o —^, bth 上 是 连续 的 ,并 且 在 oh, tor h] .E— SEBUR ES 
| lim o (i) =a (6). 
由 于 IFG, e0)-f0, AGOS Ie) —a*() 1, 
得 到 lim f (i, #270)) =f Ct, e). 


^ oU * 
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利用 定理 1-5, c (6) 中 令 kotoo, 得 到 
wt) =+ | fn c (s))ds, 


BE x (-) XE [o —À, 10 十 问 上 是 方程 组 (1 BJ EH AR PE CD WR. 
这 证 明了 解 的 存在 福 . 

现 证 唯一 性 . 

jt (TE oh, 如 十 问 上 是 (DD 的 满足 条 件 ( 作 的 男 一 解 .办 
HEC) [o h, toth] LÆR, ARER. AMA E 
KK, KS tE (foh, to 十 肌 时 


Iz) «E. (9) 
还 成 立 着 ls p. ] 
因为 s) 一 an 十 | f(s, (ds, 


z() -mm 二 | f, 2 ())ds, 
所 以 
TOROI AOOO 9) 
BUT je) |< KC RE (8) , 由 上 式 得 到 | 
ie) 3) L2 K | tec as]. : 
再 把 上 式 代入 (9) 的 右 端 ,就 得 到 h 
ic) - p 2 X Pte | P'neoaslas 
-k(|fuconlf. 
一 般 地 ,可 以 逐次 证 明 : 当 £C itoh, toth] 时 
TORTOISE OT E 
| Q1, 2, =). 
+ 46 + 
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IX Eo BIST, 所 以 
e) (t). | E 
该 定理 是 常 微 分 方程 有 关 证 理 的 推广 ,证 明 方 法 世 光 似 。 


2l En 


1 对 于 线性 微分 方程 组 
DE-AGBRO, c). 
假设 4(.):[e BJR, fC):[o, 8]5 R^ EYAN, VE UE: 它 的 解 在 
La, 5] 上 存在 且 唯 --, 3X HE io [o A 
2 ”对 十 微分 方程 组 
Arf a), d) 
(83 fi[o, B] x R^o Ri ATERI? 及 
8 对 于 五 > 0, 存 在 [a, B] 二 可 积 的 ma C), 使 得 
fe, z, | mu (t) 
AUFg€[a B) jzj«X 成立 , 又 设 (tw s) Ele BIR AR | 
试 证 方程 组 (1 存 在 满足 初 值 条 件 CD 09. 


$4 解 对 参数 的 连续 依 藉 性 
A Eo GRUT S p BW HIDE 
TE f, o, n), (D 
BET BB Fe, 8] XR"x (0, 2)9R* 满足 以 下 条 件 ， 
1” 对 于 (w, uB)€mx(0, L, fi*, z, u):[o, 8] —n" xxn 
积 的 ; | 
2^ HT, ui) € [a, 8] x (0, D, fü, *, n) :FPR 是 连续 
的 ; r 
3° Xp K >00, F Ele, 8] EB] HT TREE E m C) UC, 
f$ M Ela 8l, #E O, D, les &, yl] w EK BP, 成立 着 个 等 起 
! | (7 a 
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1TG, v, Smr, 
IFG, o, aD v, le 12 yi 
4^ dÉ4E PF, jila, 8] x R^ TRE ART. 
i) Mp scR' BL GC, 2 :[e ARERR 
li) 341€ [e, 8] Br, FG, ): FT 是 连续 的 : 
ii) tE [e 81, lels 时 
| FC, 2) | Song CU 
iv) HTE 2) € [o, S] x 0v, RE 
lim f FCE, m, H) ds [^ FG, $)ds, (2) 


这 时 加 和 Lo 8] 给 年 ; 
D 微分 方程 组 


dn l 
g 459 (3) 
潢 足 初 值 条 件 
Dllo S= to (4) 


的 解 o£) 在 [to, 加 十 由 EEEE, XX o CR" EE, 
h>0 可 以 类 似 于 $ 8 ERAS. mE 

A313 67102858 (0) WEIR (4) B5 

v=o i, p) 

与 方程 组 (3) 满足 初 值 条 件 ( 作 的 解 之 闻 的 关系 

我 们 假设 清和 部 满足 二 述 条 件 1 一 -5*、 现 在 , 先 证 明 下 述 的 
引 理 . | E 
3] 1 设 zs(.) 是 [w 8B] 上 的 简单 函数 , 那 未 对 于 tE Lo, 8], 


等 式 

lim | fs, œs), uds [^ F(s, oCs)) ds (6) 
成 立 ， 并 且 , 对 于 s>0, 存在 3> 0 使 得 当 0<p<5 了 时, 不等式- 
. 3g 
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I 76, 25); u)ds- | FG, a (s) Yds| <8 (6) 
HT tE [a 8] Xx. | 
证 等 式 (6) 是 等 式 (9) 的 直接 推论 ， 
其 次 ,对 于 6€ lo, B], 根据 条 件 3", 成 立 着 
ffs, «9, wasla |f mwas], 
这 里 K —max lw i. 
在 上 式 中 令 uot, 并 根据 (6) 得 到 
[Sl 
因为 mel) 在 [o, B] 上 勒 员 格 可 积 ， 所 以 存在 正 数 人 >0， 
使 得 当 Jtt] <n $ 
|f moa, 
(SREM 24) AT 
[fs, 6, pasl <§, (D 


If PG, TONI |. (8) 
把 区 间 [a, SIBA vo — eme; BAM, 使 得 
trai ran (320,1, -.-,I—1). 
AFSAT i= t m, nc, v GE, MAREEN S, 使 
$35 0cucà MN | 
I rs oc, as | FO, (ds <# 
(j=0, 1, 2, =, D (9) 
对 于 4#E [o 8], TEE v, [18 
|é— 7| «9. 
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因此 , 当 0,68 时 ,根据 (7)，(8) 和 (9) 得 到 
上 re 20, ai frs oco 


«| NIC gs), uds — [^ FG, az (s))ds | 


ao e(s), u)ds ^D. FG. a (8))ds| «e. I 


引 理 2 BO): ie, 有 一 和 pt， i): [o, 8] —R" 是 连续 
的 ,并 且 当 att BE oC, m) — Srl EE, BT 
lim max jp, m) -E | —9, 


jn? gala 


那 未 等 式 
lim | fC, e(s, p), ds | FG, t()ds — Q9) 


对 于 te [e 81 mor, JE HAR EXT. t EAH. 
证 PBECOTTE[o, 8] EER, Pre 
max |$ (3) — wol = M2 


TE. Wb K = zl M, 
BER, tE le, Bj 时 
EOISE. 
对 于 50, FE n>a M/2), E4 


ao. 
3) | (a) de<. 


根据 候 设 ,存在 S0, E 0e uca t 
LION EH Ex 
XP £€ie Blmor, Mg … 
lo, hnt le DT Sn das] M72 KE. 
ATF CCOgdETEBIRIR EC): [e 8] RC" 满足 不 等 式 
max lga- E | «w, 


* 40 » 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


max|z(5[I«XK. 
tatsi i 


根据 条 件 3", 3 cC). 9 COJIRUR HU, H 
lp EE, OLSE 


m | e 2 was—h 7 vO, Da 
<|f lee -v 6) läs! 
max le (a) 79 OF | fri 8. | 
REISI, 令 &->0+， 由 上 式 得 到 
fc, 20d- f Ps, nos | 
< max [2 (9) -y llf? tas], 


X. P2 x e ART RA A SIGE T, MERI F el) 或 
yC) 为 连续 函数 也 成 立 ， 特 别 


eO f PGs, tm] 
< max (é (9) - ECOL | ftn s 
< fias « | (11) 
再 根据 3°, 我 们 有 
IN) (s, p(s, p), uis | f (s, £x(8), n)dsl 


5 j Cs) leG, 1) —& 9 lids; 


E 2) | [ Ix s) d E | (12) 
AFRL £C) ERFIR 1, TEE 99» 0, ftot Osce 

ESTE] - i 
+ d] o 
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[[ A6, E, mas 和) 可- 和 


对 于 1E ie, SRY. 
B. i, BEAK (CL). (12) HEAD, H 0-7 18, 时 


由 re re iD, ide J, Fs Ces | 
<|| fC, ots, i. ids [/ f, & 0, rode] 
[E fes 6, ote fr, 60a 


4 Na (s EO- FQ, TOY ds| <e, E 
现在 证 明 
定理 1 证 条 件 1 一 5” 成立 ， 那 未 对 于 80 存 企 3>0， 使 
得 . 34 0c po 8 343, TRH EA (o, to WAERO v, m)TE 
[/o, tti) EFE, JF H. 
(00 de, 3) - ECOL n. 
证 gy M0Óg,K-|seld M, 取 有 >0 使 得 
[t my (s)dss M, 
根据 定理 3-1 Ayi, rC, no TE[fe, toc h] EFE, 并且 
lelt, B3 zo] «M, 
从 而 le, pI<R, 
Hl(cC, ITE SCIRE. 
其 次 ,由 
m, pnm 222i fs, x(s, uS, uds (13) 
容易 得 到 Ta 人 p) Qj || mds]. 


Briliz(s, n) FREI] SS ESH, 
€ 42 « 
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我 们 要 证 明 ， e, n) — So SCT. E. 
否则 ,存在 ”>>0 和 px 一 0, 使 得 
max [e mo —£(0l]-. (14) 


因为 (0, uM 是 一 致 有 界 且 同等 连续 的 ， 痕 据 和 隔 尔 采 拉 
(0, Arzelà);g 38, FE- ul SU T9, yin Ais, m), VE 
它 的 极限 为 6&(*). 

根据 引 理 2, 成 立 者 


lim | fs, vs, 1, uds |. F'(s, AOE 
4E (18) rB BE p us, JP keto, 得 到 
tomar | FG, CO). 


即 a= O 是 方程 组 (8) my, Ule, e) 为 初 值 。 根 据 定理 的 假 
设 , 方 程 组 (3) 以 (o, wo) 为 初 值 的 解 叭 一 , 所 以 
CO) mEQ), Q5) 
HEHHE kc, fR 
max (50) -6(00l 770. 


'E: 8 OB) JB, 
ER db, 24 1—0* 时 o5, iE [fo, atA E- ARATE O. 


5j 题 


1 设 gie B]oR* 是 连续 的 ， 证 朋 : 对 于 8>0 存在 简单 应 至 
e:[o, B1 R^, t 
[eio —sgCO[ xe, 
max [eco «max [gto [i 


gabe) 


2 & 了: (a, BlxRE"x[0,1)—9"3k E, 3 B 对 于 (1, ifa, B]x 
[0, $5, f(, ^, ny:Rn— X^ iE Sk n uud, Tur: ARERI 5^ S. 
3 试 讨论 微分 方程 | 
e Z3 
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PZ f(t, a) sin kt 
LI C0, 05 AIER A vp) pk ce R phe EEA TE x: 
[æ 8]xR-»R Eip, SEED T (c fo, Bl, F0, ORR RE E WI 0H 
EJ. 
$5 Rinom RA 
BAC): in, 81 R^, Fi [e B]-R^ 是 可 积 的 ,考虑 线性 微 


分 方程 组 
[Aat Ce), (I 
对 于 (fo, zo) € [w A] x R^, 在 [w 8] LERZ AI 
a (1) = me, 


gest | LA (5329 (8) -- f (8) ds, 


VOS OW o HOW d soo Hop obo ded d o 


puo À Hh E oH hh Hoo WO dog 


Xf, ^C) Ho, 8197" 是 连续 的 , 并 且 
le? () -a*c) 4 |. tco titor asl, 


l0) ca^ Es | AQ) Hg () 277 Go Ads 


可 以 证 明 ; {ww(-)} 在 fa, 8] 上 -一致 收 敛 于 连续 的 z(-), 并 且 
w(t) cot | CA Gym) (s) ds 
E] TD EE Go, 29) 为 初 值 的 解 在 la, B] 上 存在 ， 和 8 3 一 样 ,可 以 证 


明 它 是 唯一 的 ， 
3j f) 20 Rt, (也 成 为 齐 次 线性 微分 方程 组 
« dde 
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dz 、 
SE As. (2) 


BUE EE CS, m ITHBBUS ID =el., de, ox). 
ij £5, 24 2, toC [o, 8] eG, fo, O RoR RESE PERS, Bp 


v (f; fo, osa casn) — Dawl, £o, cl). 


引 理 1 [HEIR (T. H.GronwalD 不 等 式 ] uC), oC) 
是 Lo 9c) ESKER RE, 0 (引产 0， 如 果 当 tt 时 成 立 着 


wt) «a | v(a)yu(s)ds, 


那 末 不 等 式 xsaexp{| vds) 
XI UR) HB, 

证 E wt) =at | vl uls) ds, 
IPR 4 tto Hf 


u (#) ww , 


gww — vo(Du(t) Ev wy, 


w(fo) =a, 
xs 0 fef oao] 

所 以 exp( 一 | vde )Jw wt) =a, 

因此 "OR exp( | os) ds). 

从 而 得 证 ut) Sw «aoxp( | Ge) ds). J 


HF w(t, to a) =at] AEs, to, zo) gs, 


所 以 ， 当 fos t 时 
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Je, to, go) |< ool È LA GO Lo Gs, to, 2o) las, 
BEREAK ER, HERES 


FORET | 14 0ds) (3) 
对 于 i o R, MD 
i : 
la, fo, wo) Lleoloxp( CLA GO tds) (4) 


对 于 ossis, 我 们 可 以 考虑 格 隆 瓦尔 不 等 式 的 形式 , 从 而 得 

到 , 当 escis, 时 
lot, to, sol loolexp( | 14 9 has). 
从 而 不 等 起 (由 对 4E [a,B] 都 成 立 ， 这 就 是 说 ， 当 辐 定 ,i 时 ， 
e, d, ) RSR 是 线性 有 界 算 子 , 它 可 表示 为 
Gib, fo, mo) EG (t, tozo. 
从 而 DU hposmot MTOLIO t) wods 
HT CR Per, 所 以 
D, t) =I +| AQ G, tds. 


这 里 工 是 单位 阵 , 即 有 
Q (to, to —1, 
TD, t0-A(9C, to) (5) 
我 们 称 EG, 加) 为 方程 组 ( 助 的 转移 矩阵， 也 称 为 (区 的 基本 
Eg. 


根据 初 值 问题 解 的 唯一 性 , 我 们 有 
w(t, s, Sis, fo, to) ) "t (1, 7o, to), 
il Di, 8) ID (s, fotor =P, ta) To 
. 48 。 
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因此 
Ot, Ss, tmt, t). .， (6) 
特别 , 由 上 式 得 到 
Plo DPE, ty) e D (to, lg) ex T, 
Br EA Ds, to) Je EH, gt IE Di, s), Bi 


Ds, t) =Po, 8). (n 

现 考虑 非 齐 次 方程 组 (1) ,车 

s=, toy, (8) 
(i, t = 
dy — 
从 而 Lalo 0 (05, 
因此 yD ey (8) |. 8, Sf (ds. 
由 上 式 和 《8), 有 


DOEDE, tylo +o DDP Sf (ds 


— (t, ty) zot | Gi, s) fds, (9) 


它 是 方程 组 (了 H Co, mo) WENE, PATEAR E A 
公式 . 由 些 看 出 称 多 为 转移 第 阵 的 理由 ， 


对 于 党 系数 线性 微分 方程 组 
d u 
32 As fG) a0) 
和 和 
qp Ae, (11) 


这 时 z(*, fo, mo) Hiel 一 0, c) —3X, Prill 
dt, fo) «(t to, DE 
通常 把 它 记 为 et, Bou,*PPGO, 常数 变易 公式 为 
» df- 
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p —eti-tes -上 NS "Of (s5ds, 
ZR IL CL) BJ A b Zr 32 jn JE F YR TERR EH 
9 — A*Q)9-- OF (12) 

显然 , 2) JE E AP ELA (1) . 

UC) RD COR) 0D) $8 02) EHE, IA 

OO, e (022 4— AT DD (0, 2(0? 
UG, AeH +f >, 
STE ED, o= EE, f (2. 
因此 ,成立 着 
GPE, e)» — Gh, e)? 


-| fg， EHG), fiat. A8) 


(13) RE 3 8.2935 6 6] 7E RERO) R1 (12) c RIO RR AIR 
ME PG, do) (12) BF CY RE 2H. 


DU o - AT) (14) 
的 转移 短 阵 , 那 末 PGE, io) RI D, toeo 人 分别 是 (14) 和 (2) 的 
解 , 这 时 
EC (t, Lo) Vo, ot, to) to =Q, 
Bu QU (1, to) ibo, D, toto =o, To, 
BI EC £9) P Cf, £o) dra, Wo? = Cro, Daa 


由 于 上 式 对 任意 do, co SERV, 从 而 
D^, SU, b=, 
即 | 
V (f, 4) — (D (t, $9) ) ^ DT Qo, 2). (15) 
4 43 c 
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Aii (12) Qf nf 3E zs 2g 
p = 97 (io t) wo 十 [. OQ? (s, $3g(a)da, 


z] 题 


1 RSie, Bx Rh 满足 条 件 : 
P XP reER e ifa, 8] 1&5 是 可 积 的 ; 
2° WF tE B1. FO NRR 是 连续 的 ; 
3? 存在 可 积 的 CO: (Ca. 815 R, 使 得 : SE te [o B], z, ye R^ 时 
IC zx) fO, yos; Im yl. 
斌 证 明 ; 方程 盘 
dz 
i di inn jt, x) l 
BIEL Go ao) e [a, 81x R^ Z3 En Ec) EEXELo, B81 上 存在 由 礁 一 ，。 
2 uho) (o5, d] CAZAR, v (00290, HARER 
EPET: D » v(s)u(a)ds, teip 
那 末 成 并 着 不 等 式 . 
u(t)«a exp (P vds , bey, 
3 uC CEL, v9) LEEST, pCO fü QC E Dio, 99) 上 
BOXEO EC, AMLA 
So pt vt) a0, 
E duct) "n , 
— «p)utt) T0), 
v(t) =u (to), 
试 证 明 : 成 立 着 不 等 式 | 
E TORTON 


. 49 « 
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第 二 章 ”线性 系统 的 最 优 控制 


$81 引 x 


RERA 


da 
di 


= A+ Bu (D, u(t) CU, 

mio) = o, zh) = fj 

ER RREA, 是 在 A, B, U, ro m 给 定 条 余下 , 选择 容 
许 控 制 , 使 得 上 述 条 件 成 立 , HENE da 1o 达到 最 小 ， 

这 是 景 优 控制 系统 设计 中 最 早 讨 论 的 问题 ， 奥 风 晓 大 是 第 一 
个 讨论 该 问题 的 学 者 ， 但 是 ， 把 这 类 问题 系统 地 做 为 控制 问题 进 
行 讨论 , 正如 结论 中 所 提 到 的 , 第 一 个 工作 是 布 绍 1903 年 关于 二 
阶 线性 系统 最 优 开关 控制 的 研究 ， 这 是 在 数学 家 列 青 希 芯 的 推动 
下 进行 的 ， 钱 举 森 在 1954 年 出 版 的 < 工程 撞 | 制 论 > 中 中 引述 了 布 
绍 的 工作 . 

甚 后， 苏联 的 自动 斑 制 理论 学 家 费 里 德 保 (A. A. VonpnrGayx) 
得 到 线 伍 系统 的 最 优 开 关 次 数 定理 ， 虎 特 里 雅 金 等 利用 凸 集 理 论 
证 明了 时 间 最 优 控制 的 最 大 值 原理 ， 克 拉 索 夫 斯 基 利 用 第 量 问 题 
方法 讨论 该 问题 .在 美国 , 拉萨 尔 利用 向 基 值 测度 证 明 开关 定理 ， 
值 尔 螺 等 讨论 了 最 优 开关 控制 . 

在 我 国 ， 宋 健 等 利用 等 时 区 域 方法 给 出 了 时 间 最 优 控制 的 综 
合 方法 ， 李 训 缀 等 利用 向 量 值 测度 证 明 ， 等 时 区 域 在 U 为 任 一 集 
时 也 是 同 的 , 并 给 出 一 般 懂 形 下 最 优 时 间 的 计算 公式 . 

应 当 说 , 在 本 世纪 二 ,六 十 年 代 , 线 件 系统 的 时 间 最 优 控 制 是 
非常 活跃 的 领域 ， 吸 引 了 许多 数学 家 和 控制 理论 学 家 ， 由 于 这 是 
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一 个 不 能 用 古典 变 分 学 研究 的 间 题 ， 它 的 研究 和 解决 为 一 般 形 式 
的 最 天 值 原理 提供 了 基础, 并 且 它 也 是 最 大 值 原理 的 应 用 实例 , 所 
以 线性 系统 的 时 间 最 优 控制 成 为 最 优 控制 理论 的 出 发 点 和 有 态 支 
柱 . 

线性 系统 最 优 反 局 调节 器 的 设计 问题 ， 是 一 个 可 以 用 二 次 泛 
函 的 极 值 问 题 来 解决 的 问题 ， 在 线性 控制 系统 理论 课 中 一 般 都 要 
讲述 ， 本 章 也 将 简 述 其 主要 结果 . 

本 章 首 先 讲述 有 限 维 线性 空间 中 的 西 集 ， 特 别 是 关 填 凸 集 的 
分 离 性 定理 , 接着 讨论 等 时 区 域 的 定义 和 它 的 四 闭 竹 ,利用 等 时 区 
域 的 凸 闭 姓 推导 最 大 值 原理 、 最 优 开 关 原 理 和 最 优 时 间 的 计算 公 
式 ， 最 后 , 讨论 线性 系统 的 一 般 形 式 的 最 优 控 制 问题 , 它 将 成 为 以 
后 证 明 一 般 形式 的 最 大 值 原理 的 基础. 


82 "m R 
HF RUPIA s= (et, c, e a 和 =， 
我 们 规定 它们 的 内 积 为 
Gn, o off. 
ELIT 


lal = Go, oi - [3 d 


定义 1 HORR HRAS. MER F yE- 2) 和 
«E [0, 1], A ac -(1—o)aos€ £3, BEL v Fi ma A 8 RALHI SES E 
434b Op, NUES O EAk, 
显然 , 若 于 个 凸 集 的 交集 是 凸 集 .， 
两 个 凸 集 Q 和 4 (0 23 R O0 — 0; Oa 1o— 9 va| 21 C £21, 
ga € Qp} PEE A 
"T > 
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Bj DS SRERISR. OQ. OQ. t, TS 

PATERNI i Q U Qs 可 能 是 不 是 的 .- 

定理 1 a ARa R HAGR, QR O EARN, 
那 末 A =y Qs E AR, 

证 BHEO RGH, mie RIS. 

HoE, MEENE, E18 


eo — [im MA (1) 
因为 mE, MUFE ei € Q,(3—1, 2), 使 得 
py = wh — ee. (2) 


UOS Nu, 从 而 r EARB, CARATI, 不妨 设 
是 它 本 身 , 它 的 极限 记 为 0. H 2 EAEI, E 
aD C £34, 
E), (2) 8I ERR ER 2 a7, 得 到 


lim zi? = lim sP — lim sp =g 29, — 
E 


I m- 
路 一 ee A 


从 而 20 — 2? — a9 € Q4 ( 因 Os 是 闭 的 )。 所 以 
go 209 — 4 C Q. I 
定理 多 HRR 中 的 凸 闭 集 , x 是 G^ 中 给 定 的 点 , 那 末 存 
在 唯一 的 WEO, 使 得 


| — ao | — inf |z — el, (3) 
不 等 式 
《2 一 20， DVI (4) 
对 于 wE0 成 立 是 表征 wo 满足 (3) 的 关系 式 . ~ 
证 设 d— inf |z—«l>0, 


(2) (9) 的 极 小 化 序列 , 即 
GER — (k-1, 2, 5, 
lim 2 —2,| - d. (5 
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根据 R" 中 的 平行 四 边 形 法 则 ,成立 着 
zal + liz — auf 


-引导 一 2 二 | + 


2L zz 


b 


所 以 


Zu— uU. "l = "1 P -lz- Te F ti J 
[252 -二 


EN £2 JE UCOÓR, BEBE Gor z)/2€ 0, 从 而 上 式 末 项 不 小 于 dT, 


因此 o< aA el l-el- d. 


EAH mH E, 一 co 时 趋 于 o 所 以 
| 二 | o, 
以 而 {fz 寻 的 极限 wo 存在 ,由 2 B5 HI EESEERI eo € Q, 
ER 此 d—Hm 1z—2z| = |z- sol. 
好 存在 to E18 上 一 2 =g. 
其 次 ,证 明 唯 一 此， 设 woED 也 满足 
| zo — zol =à, 
由 平行 四 边 形 法 则 得 到 


jz— wol + [z — xol" 


-2f g— eme [^ y | oe iA 
| Z | 
E Pd’ 2d- ol 

yr E [wo— Sol «0, 


BI To= de. 
HERRERA. ecl, «cto, D, Six 
ty d- & (5 — £9) =08 (1— &)zo C £2, 
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e Ód >» 


E| | E 
i — d'a — 2s a C T 
= |E- ze|*— 2e — wo, «— vo» -- o? ||» aln, 
办 此 Doar — To -gypa |z—ma[l*. 
两 端 除 以 20 并 令 050, TEL ARS (D. 
最 后 , 设 不 等 式 (44) 对 填 wEQ 篆 成 立 , 那 未 
fe- el = |£- s (2— eo) 
= |æ — ro” — 242—20, £- eo t |e el’ 
m |æ — toll’. 
从 而 |z- rol ^ «inf e—a], : E 


即 as XD (3. 
TEBHECRARBACUDAXGGGA. ESR, H Od HB 
集 , 那 末 对 十 s ER, FEE HB oo € Q 适合 变 分 不 等 式 (4)， 
定理 3 RAER pA rE, 那 末 存在 实数 c 和 单 
figit ACR, [X] 一 4， 使 得 超 平 面 


CA, m»-a0 
把 凸 集 ORI c 务 在 两 便 , BH 

<h, 25770 
TU 234 c c Br 

LA, DDU. 


iF 设 To WE: $9 € £2, 
0«; [9 —eo] «inf [2— af, 
a aea e-Q., t» 
Hk EN 
由 不 等 式 (4 得 到 , 不 等 式 
<A, m— mop LO 

对 2€ O ur, HS oc Q 时 
"I >» 
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QA, mh QA, mop 0, 
X A, x— mp = [x — 49] 770, 
所 以 QA, 9> KA, mp =e, 


TU. 
«À, x8 


H 3.1 


ERE a 和 4 是 民 BATTRE S PHAR, O 或 O 
是 有 界 的 , IREE CER, ACR, [2] —1, EEM 
<A, >= 
把 A 和 Ga P^ dH ETN, 即 成 立 着 
QA, TO Yat 2, 
OQ 932720, — Vira C Os, 


Q; 
= xc—e6 
EI 2.3 
证 BH (à — Q— Qe, 
那 末 根据 定理 工 知 8 是 凸 闭 集 .因为 Q: 和 2. 是 不 相交 的 ， 


^ 559 c 
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EE) oga, 
根据 定理 3, 存在 超 平面 
QA, SD =h 
E O i £2 2: Z9 EB, 即 成 立 着 
QA, 0570, 
QA, ME — Vo C10, 
因此 , RLE 


C1, 
(À, MO, Yan C, ma fd... 
MT 34 x, € Q4 和 zc Qi 时 
. (A, DOSH A, du» 
E. 0 一 Sup, 245, 


HBK Qu, PO SOS C1 H- Qu, da». 
从 而 <A, mae VE h, 
C, TO— Oe, — Vt € (2s. E 
EES drOJÉFeGqpnnjpsA, x dé O0 BIRD z 的 任 一 
BEREE O 的 点 又 有 不 属于 8 的 点 ), 那 末 存 在 过 sw 的 超 平面 
QA, S» 一 个 
Ei GO AMEE gm —, B 
<A, 2» —0, 
QM, Dae  VaoCQ. 
证 40 MAREA DO, BOX Oe, CES 
A. WA, 2 也 是 如 的 边界 点 ， 存 在 co, 使 得 
|— e] «1/R. (6) 
HUP zx 世人， 对 ry 和 日 应 用 定理 3 知道 ， 存在 CPC, 
laal —1, 51334 e C 时 
Qu, v? Qu, €x. (7) 
Sdo a | 
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根据 xui, 40 04) FERATI TREME Du). wt 
EKRE ACT HIM -—1. 
dr) npe ko, EPI 
, CA, DECA, T 
"* OPPaCÓGERS. || 
定义 2 对 于 给 定 的 cE 良和 入 ER"(IN1 2,388755 
QA, m0 
H e Bg pk, P 0 69 m iR], 
显然 , 闭 的 半空 间 是 凸 闭 集 , 但 它 是 无 四 的 ， 
x8 次 有限 个 闭 的 半空 间 的 交集 , inj a Pu, MADS 
& 4. 
症 多 面体 量 然 是 凸 闭 集 . 它 可 能 是 无 界 的 , 也 可 能 是 有 界 的 . 


集 
Q-—(z|4, z»«6;, 43—1, 2, =, t) 
是 有 限 个 闭 的 半空 间 
<An v2 C; (7=1, 23, =", 0 


如 此 存在 超 平 面 
^o, a» = t, (8) 
使 得 0 位 于 其 上 , SEE 吕 不 含有 内 点 。 但 可 以 在 超 乎 面 (8) Pi 
论 Q. OQ 可 能 有 相对 于 (8) 的 内 点 ， 因 此 , 我 们 今后 仅 讨 论 售 有 上 内 
点 的 情形 , HETS EERI E., 
定义 和 WO mRUBamS, eS WERDERA emn 
4, 记 为 eot2, 
RR* 是 含有 Om, Pc ere 8 mA gy fRELAE £2 Bu 
E. 所 以 上 述 定 文 是 合理 的 . 
定理 8 EORR BN Ü,sceo0, 那 末 存在 mm 二 工 个 所 
à ca 
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a,C 0(3—0, 1, =, e) f n- F1 SOR >0 满足 
Otot 9: m de t H Oy =D (9) 
aot 9 H- 77-1205, 1. (10) 
如 果 点 z 能 用 mo, mi, ce, ms RRA (9) , TIE ou 适合 关系 
oz 0, is 
Wf c mo cures HEISE. 该 定理 表明 :oo 只 中 的 点 是 台中 
有 十 工 个 点 的 凸 组 合 . 
证 设 
a=] a a aje, gE, w0, 35-1 (—90, 1, B 
BA, G ROBLES X, ROSAS SG. 所 以 
G=0 Q. 
mE sE, WREE A Hos C€0(-09, 1, v Dn 
1-1 4-323 05270 (j— 0, 1，…, 中 满足 
g — Og: i O4 H *** Hn o2, 
one 十 十 时 一 二 (11) 
定理 要 求证 明 Pin. 
否则 , 设 >n, WR 
Wo 
共有 个 向 量 , 它们 在 R" 中 是 线性 相关 的 , 所 以 存在 不 全 为 0 的 
实数 Bo Ba, co, Pis 使 得 f | 


e B; (m, — a) —0. 


3s B= — (Bat Bid BIO, XO 
Beck Bu -+e 


Bozo t Bum t'e Bu — 0, (12) 
BETRE OL rp ig Soir o 都 是 正 的 (否则 ,可 以 丢掉 该 项 


«(88 4 
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现 考虑 As | [8.1 e EA 


CEI ! i Gr 


它们 中 必 有 最 大 者 , 不妨 设 它 为 | 局; /ou， 这 时 ,成 立 荐 
|8,] /os | Bi! /mn [054 E, sas, dedos 


所 以 

| 

D azos 和 (13) 

EA É! 

用 ex/ B, RODA, 得 到 

I—i ; 
D As- x; ors ~ 0, 
ţi B 


P] 
X(«-&6-)ee e (14) 
"ES I 

ARIRAN 


is E (3-0, i, nd L-1), 


" f2- Sa- S an 


-4h 


= So gl &; — Í, 


Ed, Hp 0145 XU m on[ XEGROM So, ti, o, noa [pg Ro. mR 
birn, SOEQRBPDLHELISDGEGRSE,. Db, e TERA OG nd 
ARDAS. . 1] 
VE dé dede pH C. Carathéodory) 证 明 的 
定理 了 设 避 是 "中 的 有 界 闭 集 , 那 末 eo BAIAR, 
证 AHA O0 Rofr RES, PEELEEAE EA M —0, H 
| e| s M Vr C€)0. 
Xp ecco O0, f£ ftw CO 3 mx0153 —0, 1, Ug n), WE 
i = (gig H (404 - *7* d OS, 
Ge 1 03 7 n eS e Á, 
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所 以 [x] ooleot tele Hn n ros s e M 
E] eo Q 是 有 界 的 ， 

再 证 co O 的 闭 性 ， 设 (e) 收敛 于 oo smEeoQ.， SEES 
6, 对 2/2 Coo OQ, 存在 oj?20 fl z/^€0(53—0, 1, --, 0 ,满足 

oi? -Ea f p --- pat — dL 
de 

因为 wy” 和 my R—1,2,- d EN » 的 ,所 以 Toy ERI {站 

(2590. es 1 不 妨 设 是 它们 本 身 ， 邮 存在 下 


述 极限 | 

lim aP =a, ^ (j=0, 1, =, m), 

E— 

lim 2j? ^4, ($—0, 1, =, n), 
Ba} —0, 1, 0, n), 2€ Q(3—0, 1, e, a) {根据 O Bf 
TO). 并且 


apr 0 7. e dro, — lim Cad M a Hen ad) e 1, 
bP z 
" " 
M a; — I (lim aL lim ay) 
ES 了 一 必 XE xe . 


—]lim * Se 一 — lim gU — as 
Ü keco 


E— 20 = 


H tEn, Meo AR. | "| 
ES WV AR"GBdÓEÉ, Er, A EXPT “wt 和 
G0, E we -x(o—:ume) CV, EK Y db RORA eg. DS B 
6E. un V 还 是 凸 的 ,就 称 站 RES. 
例 旭 ,半空 间 、 超 平面 等 都 是 凸 锥 ， 又 如 以 mo 为 顶点 的 射线 
L ~= {a| t= tals —m),«e0l 
iB AREE, 这 是 ma CR", gA to. 
ALES, T6 V AEDL mw. 为 硕 点 的 锥 时 ,六 一 zo 是 以 9 SIE. 
定理 各 设 矿 是 以 0 为 顶点 的 凸 锥 ,了 是 以 0 为 顶点 的 射线 ， 
sa 50 » 
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HE LBys EV Bx, SEXUS XE ACE, [A] 71, 使 得 不 
TRA, 
QA, xp sU (15) 
对 于 e€V mn 不 等 式 
CA, PE0 (16) 
XT YEL 成立. 
证 Um Cc LL, m x0, ZEE 
L—izlz—onm,w--0l, 
由 于 DEAE Y AA” IEM 3 和 定理 所 IE cC 
FACER, Al 1, EF Tf 


EMMAS CUM — Vor aie 


(A, v» —20 

JE V naa JE EON, E 

Eh, auo ee, | (T) 
inii ecV 时 

QA, mw 0, 

EPLE F, uit R ecer, Aed EAIA 

wsh, d De, (18) 
上 式 两 端 除 以 u, A n rco, 得 到 

Q, EU. | | (19) 


Hi CIS) 令 u0, 不 得 到 
Ox o. 
Big g OT) 23:3) 
LA, DD, 
WT y= oz, a>0 BE, H y CL RE 


| (A, y» 270, (20) 
因此 , CL) 利 6167 成 立 ， | ü 
定理 9 pei R'«pBPEEH AGHAR, MECRA ER 

sri 
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可 数 个 闭 的 半空 间 的 交集 . 
证 首先 ,对 于 soc O, 根据 定理 4, Tedg XCTP, TA[ —1, 使 
得 
max A 
其 次 ,存在 fx}, MC RI, IA] 一 使 得 Du 在 单位 球面 上 是 
稠密 的 .从 而 存在 Ae. 使 得 AnA 0, XCHÉ 
a= {<A zo» - max KA, c») /21max [æl + [gl f. 


ii M = jeit max f jel scat, MEHLE H 
CA, D -4ÀA, tos — 2 MS, 

Pi Qua, do c0, o2 

OQ, m? — QA, do? HÂ Cla -tr 12591) 

< M8—2 M3-- — M8. 
B] 如 位 在 六 空间 Hpi] Ae, egos — Mj rp, Mr 

puc ass 

ESR, soc Ha, EIE DIIS. WERO = N Fin, E 


>] w 
i AH Rtg R pRa RAA cR 如 果 存 在 了 适合 
Az, 

iU. H —dmrladug—5,::cRS Rum. 

3 iR HE i, scH,ixi pure 

|r—:z; —min (rr! 

的 sco RJAR. n 

3 id ERAR" poH AREA RAT, 满足 关系 

(Ar, Wt, Ag), Ve, y R*, 
(Am, s) raje], VseR, 
RE an0 ht, MEGER. 0ER. REDA. Atje Piina: 
inf (CA, 2; — 205, v)j. 


4 iAIPUERPEIS ED. 
. 62 。 
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$3. 线性 系统 的 等 时 区 域 
考虑 线性 系统 
SA. o As + BW), » 
ffo) — to, 
这 里 4E Fr Rm xSeX,ucR"JEXMmEN E, AC): 
[i &]—R"* 和 B(-2:[f, AOR E A89, CRAE, 
dU E R'cBEES SHE, TO XSECD BUS d) RR. EUR 

征 控 制作 用 所 受 的 约 训 条 件 . ANE uC) Eo A)R” 是 可 积 的 ， 
并 且 uG) EU 几乎 处 处 成 立 ,就 称 w(-) 是 容许 控制 , 记 为 

uL EUs. | E 
M ule o N]— U 是 逐 段 连续 丽 数 时 , CEAI E B6, XX EST 8 83 
TER RT EAR ESE Hl, AL DOSE T A. Mi ul) EUa $A E W, 
(相应 前 解 e mee, 从 可 表示 为 | | 

w(t, v) — dt, io) oo 十 | DG, s) B (s) (s)ds, (2) 
其 中 多 是 方程 组 | 

dx) _ qe 
—--4020 
BEP, 即 中远 合 | 
d, a) = 十 | 49e, s)do. 1 
EN I YTRER C [fe fl, 集 


| RO A a|a- (5 9), «C ) EUa} 
SOSA CD HIE REOR. 


显然 , RO 是 系统 (D) ERBER TF BIZ € 能 达到 的 
点 的 全 体 ， 


* 635 *, 
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定理 1 对 于 +tE fto, n], 等 时 区 域 ROO EFDA, 
证 ”四 表达 式 ( 及 和 HERE, 容易 知道 ROO. 是 有 界 的 . 
in us) EU ulj =l, 2), 那 未 当 &(C Efo, 4l Bj 
us) cU (3-1, 25. 
HIU AmE, TEÓRI. 当 wE [O0, 11 时 
2x45 (8) + (1 —e)us(8) CU, 
PTEI ous (*) + (1— e) ugC-) CU a. 
由 表达 式 (2) 得 到 
wli, ott (1— o) us) 一 GD 人 ui) t (1— o) m (£, ua), 
Blostt,w)--(1—e)2(, w) €R(). MARONE, 由 
为 讨论 ROBAH, 我 们 需要 下 面 的 引 理 . 
8381 设 可 是 Rm 中 的 有 和 界 集 , us) CUM, M 
ux(t) EU CIL 2, =) 
在 [to tl 上 几乎 处 外 成立 ， 那 末 GC FER Wr S RS P 
(ux, C03, EE uC AELE 
lim |, y O ec, sve» 0 
* EE — 88 I3 FR BT R »(- Jo HR” n. 


证 设 上 一 上 (tb, n] RO Æa a RA olL): lto, f1] >R“ 
的 全 体 , 且 对 于 (OELG E 


TOIS [toto dar. 


根据 第 一 章 $ 1 习题 9 和 10 Bo Ale xe Loop gus ce ELI 
苍 点 为 有 理 数 ， 值 为 有 理 点 的 简单 函数 来 任意 有 逼近， 这 些 简 单 函 
数 的 全 体 是 可 列 的 ， 记 之 为 {ox(.)} 休 = 二 2, «2; Ext SE IE JR 
说 ,对 于 w(') € L, 以 及 正 数 670, 存在 某 一 个 oC), WE 
KAO — wt) | x8. (4) 
^" f >» 
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因为 us (*) CU G1, 2, -), 所 以 
ux C5) CU (k=1, 2, ---). 
[RU 是 有 界 的 ,所 以 存在 常数 MO, HS 


| lls — (Ei, 2, =) |. (B) 
RF tE Eo tl] HEY. 
75 E 3 3] 
Co), lidt, (6) 


因为 。 1, aa scat [tos Mas, 
所 以 (6) 是 有 界 数列 , Jti etii oT 20, 即 极限 
lim | (5, Pdi 


THE, XX BL GP CP D C2]. 
得 考察 数列 


lo, HO E 

它 也 是 有 界 数列 , BERATI, Ve (UPC Qu) 使 得 极限 

lim 上 Qus (0) , ut? Edi 
存在 、 显 然 , 这 时 极限 m 

lim [^ 405, uP CO» 
也 存在 ， 这 是 因为 (uPC))Rc DP C). 逐次 进行 下 去 ， 得 到 
(C0) 的 子 列 G5 C)1 e (it? (2) c C s C2), BEBHRCRR 

o mc. uc» G-1 2,0 
存在 ， 到 对 角 线 序列 Qu^ C2), 它 是 Ge CO HET PI, 并 且 对 于 任 
何 给 定 的 j, 极限 
28b s 
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tim [P ON ut^ CE) di 


存在 ,这 是 因为 , 除 有 限 项 外 ,序列 Cu? COM G^ CHEER ， 
更 在 证 时 ; 对 于 v) € LU, t; FP, 极限 | 


lim f. (D), uP Edi | (T) 
是 存在 的 ， 事 实 上 , 因为 a 
IEOR JOLIE 
JIMCORDOM TOROS 
| «to, uc) ~ 
对 于 62-0, 取 oy) 满足 
TOR OI 
REP o C), T6 N, BE D, go N M 
IRCO ION TO E 
这 时 , B l, qe v n 
P ec, uPq) — nP Git] <e. | 
所 以 极限 (7) 是 存在 的 ， 记 《7) 为 oo C). S REA 
LOOUESAKPOICT 
Jt B. e(v(-)) 在 五 上 是 维 性 的 。 即 得 到 abv(*)) dE tx fs 
Lh hh RO 上 的 线性 连续 泛 子 . 
BUR 了 (fu t), R) 上 线性 连续 泛 画 的 表示 定理 ( 见 附录 DD, 
存在 有 界 可 积 的 4("): [to, JR", 使 得 
oC2C°)) = | (0, ude, 


«86 。 
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这 就 是 说 ,成 立 着 | 
lim ^ c6, u^ co»ds- P^ c, uat. 


BEA, FA Da" CO) BKAT uu. E 
5082 NEU dé R” vp SUAE SES BITE, wx(*) EUw lkl, 
2, «2, WE [03 BAF v (2, WAF oC) € LC, tl; 


R>, 成立 着 
lim f: ONES a= f" wl), udi, (8) 
35 3k ufo *) CU a. 
证 AES 20:3 9, U ARTESA BImIAE 2 qup m E 
A. ou 


CA, uoce 
Ak PERRE S BT | 
HEBR uC) CUu (E --1, 2, --), BED, 除去 一 个 零 集 外 , 在 
[to, 53] EETA 


QA, ux (b) o «0 =i, 2, e), 
现在 证 明 ; 不 等 式 | 
mE (0 4M, u()»«o 

在 [&, h] 上 除 一 零 集 外 成 立 ， mE 
否则 , 集 0 E-(QC[5, 5110, w(t)>>e0} 
的 测度 uC 了 >0. Xo 

vo - s (CER, 

0, EE [i 4]\E BH, 
即 TORSPMOS 
SUZK oC) fh, 4] R"JEBDBUS, JS AS), SUCHE 
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inj, CA, ux (P) Pg CO di 


-| KA, «yore COdt-[. (A, «C». (9) 
IGVBERCRCE i) c. | MEM 
BE 5 Ch, CHIE oa-| Cd 
ep, 
BB lim n Q., s (aaO dto (B), 
Bb, HORREA 


MODO ETC 


但 已 证 | Os w(t) e (D. 


从 而 得 到 了 矛盾 不 等 陈 
ou (E) «eg (Ry. 
I5 d, S ES 
LA, wf)» o (10) 

在 [to, t] EJLSEAESERU SE. 

BHAR 8 1 SU 足 有 限 个 或 可 数 个 闭 的 半空 间 的 交集 所 
以 uw EU . mE 
在 Uo, &] 上 儿 乎 处 处 成 立 ， | | | g 

定理 发 WTA ERE Lo, £i], R Am. 

证 B oCcRQ), lima. RME ERGE). 


RN ERO, AFE us C) CUu, 使得 
y D t, ym | Qt. s) B(s)uy(s)ds. (11) 


PRSE 1, {uC FER KAR TA, 5 id YR FU DA 
* Gå » 
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Bah WESH 2, (uu (C RUSSIE IE a (9 EUn. dE CHO) ni 
4 hoo, 得 到 


区 一 古人 two 下 | dt, 3) B(syu(s)ds, | 
B zcR(. u 


ALT R* 中 的 两 个 集 卫 和 @， 我 们 规定 它们 之 间 的 豪 斯 道夫 
(F. Hausdorff) 距离 ZCP, OA 


aCP, Q =F Gupinf|s—y|-supinfle-y|), (13) 


定理 3 ERO 关于 tE [to, 5] 是 连续 变动 的 
| lim d (Rt, CD) 一 QO. o 


E BDXSX DE 
| a (t, u) —«(£, uj 一 (d, to)wo— BG, fo) wo} 
«f (64, 9 —9, DB Ouds 


+f d, s) BG)u()ds, 


因为 存在 常数 M>0, 使 得 
je | « M, 
WEA de, t) — a0, eo lc lC, 68) — 0G, to) Hat 


k ISt, 9-9, 91180 | ads 


+| IG, 2 BG | Mds, 


Et, e, w) 5 RO BEBÉCTOK T Eo S6 同样 , sG, u) 
5 RG) 约 距 离 林 大 十 上 式 的 有 有 端 ， 从 而 , RO EN ORG) ZO Wp d 
豪 斯 道夫 臣 离 不 大 十 上 式 的 右 端 ， 但 当 t-># 时 ,上 式 右 问 趋 于 人 0. 


从 而 得 证 定理 . I 
在 定理 3 的 证 明 中 , 仅 要 求 U 是 有 "Tm FREER U Xr 
. 69 » 
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f. 从 定 理工 和 定理 2 的 证 肖 震 到; U 的 出 性 是 十 分 重要 的 条 


件 . 
然而 , 从 结论 的 例题 看 , 如 果 要 求 容 许 控 制 是 取 值 1， -1 和 0 
的 可 积 函数 , WK 
| U-(,0 —1) (13) 
JUR BUR VE, HR, 如 果 扩 充 要 求 容 许 控制 可 取 区 间 [ 一 4 
中 的 尾 一 点 , 那 末 mE | 
Ü-[-t, 11 


En, HU -coU, 

我 们 讨论 等 时 区 域 的 凸 闭 性 ， 是 为 了 以 后 研究 控制 问题 从 
控制 问题 本 身 来 说 ,一 般 不 应 当 要 求 ENH. S, WREN 
PRR FAEH, BU DON EREBORBUAO Q3). BU, CAT 
数学 结果 能 用 于 控制 问题 的 实际 , 有 必要 探讨 可 AR RUPEE AE BE 
的 结论 ， 下 面 将 指出 , UU RU SEIHAEIS, RO 仍 是 西 闭 集 ， 

我 们 首先 证 明 | 

定理 9 设 了 是 Re 的 任 一 有 界 集 ， 那 末 RO) KHA & E) 
Jua. | BAM 站 

iE a -cRG),eCc(O, D, 要 和 证明 

ax, (1—ayr.€ E). 
对 于 800, FE wC) €UG-i, 2) 使得 
Je — (t, up] «8/2 (j—1, 2). (14) 

在 区 和 间 (4, EFE 

| D(t, BC) Ga(-) C], E 
它 是 可 积 的 , RIBUS T-1,93 (8 — 208 12208), :存在 可 测 集 
Eg t8) C [fo, *], ii f | 

p Ea(8)) =a to), 
D x2 bli 表示 第 一 窑 §4 定 理 8. 
70 7 
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af Da, 8).B (s) {ul®) - — usa) Hia 


有 Ss, BUC) uem c0 
u O d81«s/2.- (15) 
因此 | 

exo (t, w) 十 (1 — az (t, i 


=P, ar 男人 s) B) ua (ode 
+ of BE, S) BG) fe te) —us(8)) da 
e, tzok |. DE, s) BGs)us() ds 


+f DE, 9B) Ga) s) Hd e. 
u Mi (s), E 8€ Esta) 时 ， 
= 要 EOM 34 8€ [to, 21 He'e) 时 ， 
MR u s) CU, 从 而 uv(-) EUa, 并且. 
"A w) + (1— SELCA o) . ol 
— (1, trot [ t, oBGwdeb 0. 
EI am, ut Lew, ug) = u) FN. | U 
T 4 Ex 0145, (150 ,得 到 
logs + (1) s et, u) ] «a. 
BI am (0 — oca € R(), | | 
定理 (y():[le 8]—9" AAC): ie, 81—[0, 1] 是 可 
giun,3 kd qEnPSUSÉ SC e, 向 ,使 得 
(sy Codt- vaat, | 
该 定理 是 李 雅 普 诺 夫 (A. A. Janyson) -P 1940 年 证 明 的 , 称 
» "Pi * 
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A np E (eC HE dip c 38. NRXERDREBIARUGE, Joke TES 
明 ， 下 而 的 证 明 是 基于 凸 集 的 端点 理论 的 ， 下 述 避 理 是 克 汪 因 
(M.F. Epen) -KR E (A. TI. Marra) 定理 的 特例 . 
. 84388 3k Q RARE ZEHE APAR O A R, 
RK O ffe, BREXC— HGECOT O0, BEXT PRE T 
上 成。 并 mem 
该 引 理 记述 的 概念 ,结论 和 证 明 ， 读者 可 以 在 关 和 刻下 、 JE 28 IK. 

冯 德 兴 著 < 线性 泛 函 分 析 入 门 8 [ 园 一 书 中 找到 ， 这 里 省 路 了 . 

THERET REE S 的 证 明 (< 数 学 研究 与 评论 > (00, 
1984 年 第 2 期 第 4 页 )， 


T ^ fA LÍ | 
设 a-| xvi. z 
X Pt RE 
| Xe)y dta 


成 立 的 可 积 的 入 CY: G 8][0, 13 的 全 体 . ZA, XC 是 [wm, 8] 
上 有 有 界 可 积 黄 数 空 间 L e, ED nt A. ESAE TES 利 
H i, 还 可 以 证 明 2 R ZL” 中 的 闭 集 ， 
LIGUE ENSE CIN 而 工 RERE, Bi h SI 
理 3 知 : 2 存在 端点 MC): [e 81—[0, 1]， 使 得 
TOTO EM 
现在 证 明 Ao(*) 是 可 测 集 的 特征 函数 , BI UE 8H 
i6 AS(D «1 0, 
OE EE s>0 和 正 测度 集 E, ERDER 
siale 
对 于 tfEER 成 立 . 
D O 表示 参考 文献 序号 。 
s yv 
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PIS CE) 70, RURE Eh, Es, co, Eua 满足 
B En 2 
BAB- GAE), 
pE) 770. | 
考察 e| vd — (71,2, e, 
它们 在 Re 中 是 线性 相关 的 ， 记 以 存在 不 鲍 为 0 的 数 on, om … 


Cn4. 1; 使 得 
Owi tortat =e H dnas =0, 
3B le|«e — ($71, 2, =, n2. 
GO AO og OD eas OD He esae a D 
那 末 |h [| «5, 


ng hy Wao Fus cwn 
| i -$ ĉj | y(t) dt^- 0, 

这 样 , UN 
METOE TORTOLA 


IAH Ea, 8] 时 
Os Ao (TRA), 
BI ACO HACO A AC ACO RAE O RIRA, E QE Pt 
线 的 中 点 . THO 为 介 的 端点 假设 相 矛 盾 .。 
O Ak, ho(*) 是 某 一 可 测 集 E DRE PRG, 即 


NO yt) ENOTO -| vot. DEN 

(o emm 8 VIU HORUGBIME—£5E CE B6 E 76 ED, Uw ER 
U KARARRI am e, 那 示 

eM. 
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| ORG) = {oratt, u), u(-) EUa} 
是 R" 中 的 凸 集 . 
证 WocQ, D, B. 
t, , ‘at ee B Gyu (ds, 


ust ) EU ($71, 2), 
HME awt (1— x9. — (t, Fod mo 


shee 8) B (s) ug(s) da 
O, 8) B(s) Da (8) — ua (3) rds. — | 
T—— R 存在 可 测 集 BC Ho 1], KERAN 


的 末 项 等 于 
Jat, DBO (us) ual) ds. 
E «o cm = 8E E 时 ， 


‘wals), 当 s€ Efo 41] VE 时 , 
那 末 u(*) C Ua, 并 且 
azt (1 — ass= OD, fo) £o 
+| Dt, 9) B(snu(sMs, 

8n Loud Nonas | 
FARO T E B 
注 1 smi A GEBEu DE E. mr fe, B] 中 的 可 测 
fi, y 2: ESRA XC u-» [0, 1] 是 可 积 的 ， 屠 末 存在 可 济 集 
cH, 使 得 成 立 看 


| wa: - |. yat, ——— 76) 


事实 上 ， 在 tx, 8) FER y (O xe MAD, WETE 
RE 7a 
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Ecila, 局, 使 得 


MOTO OE EOL 


置 E-EDE,15] (10). 


THET HEC, 8]JE n WIS, yO) ESR" 和 ACC: 


E-[0, 1] RUBUS, $1, 2, , 1, M) As 4 eX) 91 
在 召 上 几乎 处 外 成立, 那 末 存在 BCEG-1, 2, s, D, 


B = En U Ea U -- UE, 
ENE i (45 E), 


2 f, oa 2j, viiosg. ar) 


证 当 1~-1 时 ,上 式 自然 成 立 . 


当 7==2 时 ,上 式 左 端 等 于 , 
| adit | (0 (s) — vs CQ Mt, 


183852188 3 DE L, 存在 EC E, 使 得 上 式 末 项 等 于 


人 -Da 


因此 | A Oyi Qd ray dE 


En moa faa nO (dt, | 


即 引 理 对 了 =2 成 立 . 


8 E 
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| BERECIDXEE UL Rin, ERENT i ERY. 00 
BR, RLA 


Rar v Gite | Six vint 
«f. "e a. ^ndt. 


= {i y =1, t€ E), WRH 2C E' Bf AD 一 0 了 一 于 e, 
e Bj: 
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! 一 1， 上 式 者 端 等 于 
"T E MOROL = My EdE 


e| wd... 
上 式 第 一 .二 项 可 写 为 


| A | EP "mu 
2 irs n dt-- Da 
MAS X) 2 IX 50 Jap OV Yt, 


根据 已 证 , (对 4 一 2 成立; 所 以 上 翅 等 于 . 
A yp 
S CX TOLEN g GO di, 
HE QUEL-SEVE, ELE LT. MTERA (17) 
对 1 一 1 成 立 , 得 到 , 存在 EC Ej 1, e, 1-2), gg 
BUBU- U Eia ee Et 
3f H. ED Es — COCHE, Mai XS. | 
5 A yt dtt l WO) d. 
EmE-HMQUAE, K 
E UEU Uy BU E,— B, 
BN B= (PER), 
并 且 Exowos-m[ AO o og 
定理 8 HU ER HRANE, 那 末 系统 (全 的 等 时 区 域 
ER) d NBI. 
证 Ub Uw RIRI FALAR AS 六 的 可 积 函 数 的 全 体 ; V aa 
表示 几乎 处 处 卡 秆 于 oo U yup gus e p. Bain 
U aC V a. 
id S)-izlz-e(, v), «(2€ a). 
sa 78 。 
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c AREH 2, 因为 me 还 是 有 界 凸 闭 集 , 所 以 SG) RC SEIS 
D 
B Amr 
RV CSB. 
现在 证 明 RD —S05, EME sc (0, 385 sc Bo». 
PLE E 2 € 5 (D, EIE AE vC CV a 使 得 
a emt, v) - D(E fo)zo 十 | BG, 8B (8) v (8) da, 
因为 涛 8sE fio, £] H} 
v(s) Ceo U, 
根据 定理 3-0, 存在 | 
us) CU  (j-0,1,--, m), 
e$) (j=0, 1, e, m). 
满足 
v(s) = ao(s) uols) + ox (8) us (8) He Fas (8) Um (8), (=) 
1 一 oofs) + ert) tt om (8). 
Uo={g = (oo, (3, **, Ca) | 
Üs ns, tast -tonih 
Q=0, xU x- xU = 0x 0", 
ml 
ZU Q ERTH mie SB, 不 依赖 于 ss， 从 而 关于 包 促 关系 
是 上 半 连 续 的， 而 由 等 式 
Fe to, tla, =, tm) =È) t 
xE 3X. fp eR dE f. 0R" 是 连续 的 ， 并且 
FQ -oU, 
il (23x 3681 v(8) Erg). 
因为 v(*) 是 可 积 的 ， 根 据 附 录 4 dub mE A A.D. Drm- 
a 77 au 
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mop) Xr nf 88 B5 I o CS TR, 可 以 取 ou C) REC) G7 0, 1, 7, 
m) Xj nup iig, 3e Bs (0x. | 
从 而 


p=, v) 
=D, fh) S foa, e) B (a) a8) (9) de 
60, iyot eldD, SBO, 
根据 定理 9， 存 在 可 测 集 Hsc lo 1] G0, 1, …, m) 使 得 
Efo, £] -U E, 
EE (GAD, 


EL (98 (t, s) B(s)u, Q) da 


| -H N PE, 8).B(s)u;(s)ds, 


gm us) — us), 当 8C E, 时 ， j-—9, i, ta, Mis 
那 末 u(s)€U, Hulo) 在 [to, J LETER, MM 


ur) EUa 
3H : 5 fa (5) (£, s) Bu Cs) ds 
| - | Bl, $)vG)ds. 
所 以 (人 to)zo 十 | DG, $8) B (s)u(s) ds, 
E u( cU. | 
BDecEQO. BL 
R()-8() 
IH LH. | | g 


i4. WRH U 表示 oU RUSSES SLE 3 
t 768 «9 
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coU* - coU, 显 热 UCU. a Uia SUSJUT MEAE BC t FU” dia 
T BR P) S, 记 
R (D — fola»), "e ‘SENUR 
RHEL S 和 oo U= U, RIA TEE 
RG) - ROG) -8(0). 

由 此 ， 证 得 

定理 8 ME 是 系统 (人 用 容许 控制 在 时 记 达到 的 点 ， 那 
KERRAT U RAWE H, 它 了 世 将 系统 (D TFHA 
到 o. [| 

在 定理 8 AEH 9 uu], ERRAR ERRAR 
Jar mg XS BoETES SMEH. xrjg 08 — 4- RETO HEUS 
研究 控制 问题 的 学 着 . 非 利 清 夫 在 研究 最 优 控制 的 存在 性 定 现时 ， 
证 明了 他 关于 可 测 商 数 的 隐 务 数 引 理 ， 在 定理 8 的 证 明 申 ， 我 们 
利用 非 利 浦 夫 引 理 以 保证 CQ*》 Lus (2). 是 可 积 的 (如 果 它 们 存在 
鬼话) . 

如 果 仅 讨论 RO) 的 凸 性 , 则 只 要 利用 定理 1-1-3. 


3] H 

1 HRERS | 
An y, E 

(0) rg (0) =Ù, 


u(*;:[0, 41 1—1, 0, 过 是 可 积 的 ， 


—Hu(p, . 


的 等 时 区 域 
2 Wie CO)AEIAQO, TRY 上 的 序列 ESSET: 
E eC) e Aq, 1385. 
RER E 
file, 


» 79 ~ 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


Ek % 时 前 性 拓 。 它 是 否 有 极限 ? 它 是 否 有 界 ? 并 说 明理 由 ， 
8 i LACCO, 158) 上 的 序列 iel BRAT pC) 37.8. 


lim [^ {pD dte [. (p COP, 


T tim a f pe — 9C Vdt - 0, 
4 Ab i DE Cto tr lx Rm 县 连续 的 ， A: y [ fo, Hire EAA 
的 ,可 性 Rw RAT HE, 试 证 时 : 系统 
SU) e AY) b, u1), 
| sd =m, ^ WC Ua | 
ade 
R()- ols uS LCEUY 
RS BEI RO JESUS. 
5 设 — Iepe =C, i), u) ETa, 
试 证 明 E 3€ Cto, tal; R*)rptapi EES, | 
6 HFAA 
- | | Sa. z(0) —-0, 
D —106, 1j, 
&(O Ua, 
试问 Ez COO, T R) iL 


$4 最 优 开 关 控 制 器 的 设计 原理 
BAC): [io 问 -Rom MBC): [ia 6] Rm 是 可 积 的 . 控 
MICH U 是 R" HERR, BOR eS os 是 R 中 给 定 的 点 , 考 
虚线 性 系统 
的 - A()aQ) -BO)uQ), 
gito =o (i) 
u(*) €Ua, ' 
这 里 Uus 表示 取 值 于 口 的 可 积 函数 的 全 体 . 
» 80 » 
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ERE ROcpiPd4E— de R, CAE eC) o nb 
F^ 是 给 定 的 连续 函数 ， 
在 控制 问题 的 讨论 中 , 首先 过 到 的 问题 是 . m 
u(*), ERTER 1€ Do, tl RLE 
al, w) —2(1); (2) 
EAA (D 能 否 读 中 运动 的 目标 C AA ERE t 
问题 ， 它 相当 TH. RETE € Ho, t], 1513 
HERD, (3) 
本 书 厅 讨论 该 问题 , mags ETTE 45m. 
我 们 要 讨论 时 间 最 优 控制 问题 . 如 果 存 在 上 E fto, 681 使得 (3) 
成 立 ,讨论 系统 (21)} 最 人 快 击 中 和 目标 z《*) 的 问题 , 即 求 


t* —int(i|z() CRA}. (4) 
在 上 述 问 题 中 ， 首 先是 # 能 否 达 到 ， 即 是 咨 存在 容许 控制 
u'(2, 使 得 成 立 着 | 
| OS", wmz) 
或 者 关系 | O ERGY 
是 否 成 立 ? 
第 二 个 问题 , 如 果 n 能 驶 达到 ， 那 末 TY wl ) 满 足 
怎样 的 条 忻 ? 


在 以 后 的 讨论 中 ， 我 们 假设 可是 Rr 中 的 有 界 闭 集 ， 如 果 读 
者 对 $3 的 定理 5~9 不 很 清楚 , 不 妨 认 为 如 是 Rn p AR P A 
sk, HEUS U RU 中 的 有 界 凸 多 面体 ， 

定理 RFE 使 (3) 成 立 ， 那 末 时 间 最 优 控制 是 存在 的 . 

证 ”根据 # 的 定义 ,存在 (6) 满足 

hey AR, 


E LE 


a 8] 
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zig) C Rf), 
这 时 存在 us( CU, 815 
Z Ee) —m hs, ux). 
“但 是 2 (fy, Wy) =C, wg) 十 Tau, ue) — m, s), 
鲁 上 和 式 右 端的 第 一 项 等 于 


o FEG, OBC) (0) 


+ {oC 2 - 0t, Guo 


T (D (&, to) — (^, e 
它 当 上 x00 BELT O, rE | 
| ling my, Hp) = -lim c, " 


从 而 ses lim z (5) — Hint c", uw). 
但 是 : sa, a) € Hir), 3tH RG”) 是 闭 集 , BT UJ 
zn € BY. E I 


定理 1 称 为 时 间 最 优 控制 的 存在 定理 

定理 2 设 最 优 时 间 为 太 , WRG) ERGO 的 边界 点 . 

证 因为 已 证 z(t ERG), PAREEN a) 不 是 RG) 
的 内 点 . 

不 妨 假设 (的 二 0 事实 上 , pE | 
| |J d)-nRqQ-«D, ' | 
2$ EO 在 f>>0 上 是 连续 变动 的 ， 且 对 于 £20; Ro 是 Pm 
fe. 并 日， «() € RGO8 poe RQ). OE, RAT LIA 28 
Z()s:0, 证 明 0 JE ROVA. UU | 

AE O E RU) 的 内 点 , IKEE 57-0, 使 得 

Q — (z| lo] «5) c RCP). 

由 于 RCO) RESTE, TE 970, 使 得 当 PT get) B 

(88 ， 
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dCOBRQD, RO))«5/2, (b) 
现在 证 明 : 24 £*— nU BLA UR 
0€ RC). 
GN, fede Te (nn, 0, 使 得 
| 90€B(b. | (6) 
由 于 RO EDEA, 所 以 在 在 超 平 面 把 RQODCRO ARMERSNR. M 
WE Q~ {ejjed 中 存在 点 zu 使 得 
dlm, R(f)) 9, 
las «0, 
HA n EACH), 所 内 l 
IRE), RD) e, di. 8, 
它 与 (四 矛盾 . 
因此 , 如 果 0 是 RCP) 的 内 点 IGI 
oc R(D | . 
XHPi€Qt—9, 的 成 立 ， 它 与 全 的 最 优 姓 耶 秆 ， 因 此 ，0 不 是 
BG") 的 内 点 ,而 是 串 (#*) 的 边界 点 ， | i 
BE INTULIT 0 
F()-0 07 7 (0) 
的 最 小 根 , AE FCO) 的 定义 如 下 : 


FG) = inf 1 Q, OCE, tojta- «(0 


+Í max <A, $t, s) B(s)uyds!, l (8) 

FE WRAS | | 
[s] —1, a (5) 

Fy 83 . ， 
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Qo, GU, oror sty 
«p max Qu, BG, SB()wpds-0, — (10) 
那 末 最 优 控制 vt C) 使 得 最 大 值 条 件 | 
max Kha, BPa, OBDO =la, P, DBC aD 
dE Uto, t1 T. FL Ab b RS., 
证 Mb etl, 
DER, 
AA RORA, 所 以 存在 和 ER*" moe, 使 得 
[A] — 1, 36 H. 
Qa, e C, 4) 20 Aa, zt)» 
XPEuCOCU.a mu. BA 
(A. d, &)avi| Bs, s) BG)uG)ds) ! 
DO QA, z(t) >. 
E, ule > ECU aa 时 
Qu, DC tòr a, Qu; (t, DBC ds. 


«0— Qa, z(£)» «0. | i | m u NO] 
现在 证 明 ， RENE BEEN 


sup <Ma, Pit, DBDs | 


=| max Qu, 9, s) Bu» ds, (18) 
”首先 , 当 BO) EAR, HU 是 有 界 闭 集 , TTE u (s) 使 得 
€, DG, S) B(syu(s)» — max Ca, e. 3) B(syu». 
KEH Qa, PG, ») BCOuC)2: " qx UoR 是 连续 的 ， IY. 


端 是 可 测 的 ， 从 而 根据 附录 中 的 非 利 浦 夫 引 理 ， 可 以 取 EC) 为 可 
EE." YES 
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测 的 , 司 得 上 式 在 ko 0 上 几乎 外 外 成立， 从 而 存在 u CUa, 
使 得 
f Qs, Dé, BG) Ms 

=f n max Qua, D DBO ans, 

从 而 当 RO 连续 时 (13) 成 立 ， 
RRK, FEO, 使 得 | 

IDG, 21«0, [ud eO vuet. 
对 于 a>>0 和 BC") 可 积 的 情形 , 存在 BC 2€, i); Ree), fir 
得 l i 


f IBO ~ BC) loser 


(14) 
Qa, Dt, s) B(s)u» «mex Qa, DG, s) B.(s)u» 
-max Qa, PC, s) LBC) — B, G)]v? 


«0 iul BG) 一 B. G) 1 
max Qa, PC, 2) B.C) v». 


P] 
| . max €x, PU, DBO) 


«1B() - BG) hial 
max Qu, Gt, 2) B. (9). | 
由 此 得 到 
ma Qu, Ot, 5) B euda 
«ec m max x Os, oq, $B, (s) uda, E | 
从 而 存在 E "2 €Ua, EREA H MET 
& sl Qa, o, B) B, (s)u, (5) 2 ds, 


+ 85 5 
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全 是 
f Qa, DCE, s) BC) us (orla 


-| E $ (5, s) B(s)u, n) »ds 
e [ os DE, 9r) - BOOTE Gode o o 
<f’ os, DG, DBONN ists, 


从 而 | 5 a 
mE f max QA, DC, $) Blends 


«3c-r mop | «04, TE, S B(sSu(s)»ds, 
ULT 8>0 的 任意 性 ,由 上 式 得 到 
| max Qu, P, s) B(s)u» ds 


< sup | <M, D(t, s) B(s)u(5)»ds, 


uic U ad 


因此 , 等 式 (13) 对 于 可 积 的 BC) 成 立 . 
根据 人 (12 和 (183) ,得 到 | 
Qu, PG, toja | max Ca, D, 9 B(Jds 
| « 6-— Qu, 200» «0. 
根据 F0) 的 定义 ,上 式 左 端 不 小 于 F (2, Bro 
| FU e < EO, (15) 
XpTOU, BEA GO 是 如 从) 的 边界 点 ， WAF PEG XE D dU 
z (E) LB P) ATE PE II, AN, 和 上 面 类 似 的 讨论 间 样 可 以 得 到 
| FGO, (16) 
XJ 209) CRG), 所 以 存在 vC) EUa, 使 得 ^ 
a) =D, tm |, DG, 93()u' G)ds, 


^ $0 d 
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从 而 ,对 于 A€Rm, l-1, 成 立 着 
Ca, DU", ias - sc)» |, e, BE, BPN =0, AT) 


max (A, O, ABOO, D, 0B(Dw (HY 


E bkit ERS Mgnid bsXORICUT),438 3j 
| «A, DS, f) us eli) 
[max 4, DG, 0B()odt29, 
上 式 关于 OA] 1 RFI 就 得 到 | 
F2), 
它 与 (16) 相 结合 , 推出 
FU)=0. 
因此 ， RREAN DR 是 


B 了 人 一 0 
的 最 小 根 . T 


如 果 2o WÈ G0), LANAT 26 是 成 立 的 ， TS 
| max Gha, BE, OBOD G8) 


= [4 DG, BOW YY. 
LEARE DIIN 
max Qi, et, 2 0 Bu (t5. 


Er E O8 推出: SRE ii d EJF 
1 如果 记 


TIES =T ( b) Ao, 2 
IR 


3E) =— AT (ÐP, a9) 
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(PU) = Ao — [A9] 1, 
T ICA B ARTE CUL) 成 为 
max Qb(D, Bw = DD, Bow». 


方程 (19) JE CD fp 877 A, 
因此 , 我 们 证 得 了 下 述 绪论 . 
FRERE AUO 是 系统 (D) 击 中 目标 z(,) 的 时 间 最 优 
控制 , REED HAMA Fe (19) BU EE JUER PO), 使 得 等 式 
max <$), Bü)u» =, BEJU")? 


TE lio, (1.EJULP- b ib RE., 
Hi 试 求 出 把 系统 


d^z | 
Jp =u (Ð,  le(0l«t1, (20) 


从 状态 (一 十 , 中 最 快 地 转移 到 状态 (0,， 0) 的 最 优 控 制 . 

本 书 绪论 申 运用 矩 量 问题 方法 讨论 过 该 问题 ， 现 在 用 最 大 慎 
头 锚 来 讨论 它 . 

解 (20) 的 状态 方程 组 为 


(21) 


O id 0 
这 时 a 
U-[-i1,i1] | 

《21 EI IESUS 


dp ga db 
"E. 9, (22) 


所 以 pi, P — 04 — eit, 
* 88 5 
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dp 


站 此 效法 


Jn o, cs 为 实 常数 . 
CK I St ir Vg AO, 在 在 不 全 为 0 的 常数 oa ow 使 得 
max (Cea — 01i) ug = (0 Ow (05, 
-所 以 Wt) — sgn(es— Cit). 
由 上 式 知道 ， 除 满足 6a 一 ct 一 0 的 + 之 外 ,最 优 控 制 避 (*) 只 
REIR Lai MEH Ca et RENSE, 所 以 最 优 控 制 


I do C RE— CHER. 
AR uml, 那 末 系统 成 为 
| A5 4 
DA ' | 
2udsy 一 2da, 
y — 24-6), (223) 


其 中 * 为 任意 常数 ， 如 果 最 优 轨 线 最 后 到 达 状 态 (0, 0) 时 的 控制 
作用 为 工 那 末 它 必 是 抛物 线 | 
一 人 
上 的 一 部 分 , MOA 上 的 一 段 . 
出 样 , 恕 果 最 优 轨 线 最 后 到 大 状态 (0, 0) B BOE PEOR — 1, 
那 末 它 必 是 抛物 线 
:的 一 一 30 (24) 


z #9 * 
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上 的 一 部 分 , Hat ÓB 上 的 - : 段 . 
夫 在 县 体 分 析 从 状态 (一 豆 , 及 到 状态 40, 0) EREIBEULTLAX, 过 
(- H, 0) 的 执 线 ,一 是 (23) 中 的 抛物 线 


P= aw+ H) (25) 
另 一 是 系统 | | T y, X-i | 
OHE, mA | | | | 
y= — I etH), (26) 


仔细 分 析 知 : 轨 线 (26) 将 远离 状 春 (0,，0)， 所 以 最 优 各 线段 应 
取 (35) 的 弧 发 PO, 入 是 抛物 线 (20) 和 (24) 的 交点 (C H7, 
JH). Bus, 最 优 轨 钱 沿 弧 QO 到 达 状 态 (0, 0)， 这 样 ,最 优 控 制 
u'(.) 是 

. 1, 3 0sIcNIH 时 , 
d -| 1， NAGUrciíiH, 
而 最 优 时 间 t 3 
ie 2s/H, 

这 下 是 我 们 在 绪论 中 得 到 的 绪论 . 

如 果 置 


(s, y) TER 40B DN PIECE 04 E, 


i, 
uta) -| =; (o, y) TES AOB H.E JJ PCR ÔÈ E, 


CD - 


那 末 系统 
da 
d 
HARRERA (20) 的 最 快 到 达 状 态 (0, 05 的 最 优 执 线 
GDW o, 幼 称 为 系统 2) 的 最 优 控制 的 综合 函数 ,28) 是 
ERS JE. CERE E, y) BERTE De Dt. 
-90 » 
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ERE, RNAFFRREHH S, BATARE 
$i, 
TBUADESE AT X5 
SZ Aa-- Buli), uD cU, 
z (0) — wo, l | | 
这 里 ACR"e, BC ren, 可 是 Re bled FU ERU. 3t H,, 假 


BU 8 ALB MUST RO Ad. ATEN U 的 某 一 条 梳 的 向 量 ww 
% 个 向 量 


(29) 


| | Bw, ABw, »…, A-1 Bw E (30) 
是 线性 无 关 的 ， 这 显 , 可 MELKU Wi 界面 的 交 线 。 如 果 条 件 
(GORKU SABATE GE. 

当 m=i, U-[-1, 1], BER" 时 ,条件 (30) 成 为 

B, AB, +=, AB 

是 线性 无 关 的 ， 它 是 系统 (29) 的 完全 能 控 性 条 件 . 关于 线性 系统 
的 完全 能 搞 性 定义 和 条 件 ， 可 以 参阅 < 计算 袖 应 用 中 的 控制 理 
WN, 这 里 不 详 述 了 . 

定理 4 WU A4 DIETE DOR, C) 90 E29) 34 


方程 
Ss a ~ A Tih 
的 解 , 那 示 在 [to, JERA —— 
GO), Bu(t)» max Gb), Bu) (31) 
MERET u(D, JEH.u(- MEUS, 5] T XEXEEU IBRS. 而 u(0 
的 到 值 匡 0 Bum. 


证 iE a] ER, GH, Bo RT ude U EAE 
函数 , 它 或 者 仅 在 UV 的 边界 上 达到 最 太 值 ,或 者 是 常 值 和 的 . 因此 ， 
。 0 。 
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(D, BOREDE U 的 菜 一 项 点 达到 最 大 值 , 或 者 在 U idR 
HERH. 

现在 证 明 ; 在 [io, 雪上 除 有 限 个 所 外 , 由 (C29) 决定 的 u Ron 
一 的 

EN, FEDRA E=, 3. …)， LU IFECE CHE: 
唯一 的 决定 UCE). 3X, (60, Bu» dic U 的 某 一 条 楼 上 了 党 
值 , 从 而 存在 wT U 的 楼 使 得 
hm, Bed = Bu — Cb), Bu» 一 

ix HB ous RH uw. E U BIA, 

由 于 U DUICH REA Bt, BEL UPON EB (PHI. XT 


同一 个 w, 成 立 着 
IPED, Bò =0. 005 7 (82) 
因为 iC 是 常 系数 线性 微分 方程 组 的 解 , 所 以 
Gb, Bw» 


是 变量 + HAAR. 和 (32) WE 
AI; H £C die, td ao. 

QbUD, Bw» 天 人 (33) 

EARMA i R, 得 到 l 
<— Ap, Bw»zz0, 

即 QbQO, ABw>=0., 
逐次 对 上 求 导 ,就 得 到 

<h, Bw»z0, 

QI, Aw» —0, 

QD), AT Bw» z0, 

QUOD, A" Bw» 250, 
因为 向 量 组 (30) 是 线性 无 关 的 ,所 以 由 上 式 得 到 . 
« 92 4 
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ib (2) 2D. 
TH 4O HTA, 
因此 , RARA tsh, (ID RE- AERE T uOD. 
AAPA i A 9 4 JE Léo, 身分 成 有 限 个 小 区 加 . 
” 设 了 是 上 述 小 区 间 中 的 -个 . | 
现 证 ， 当 tEJ 时 4 加 是 常 值 的 . FXE GROU (0) Diu 
61, 83, tt, Buy iJ 
M= kilt EJ, u(D—ej. 
因此 , 4 écM,m 
LE), Bei» aG), Be Ej). 
HF QOO, Ber Jl QOO, Bey» WAE t RERAN, 所 以 由 上 式 
4], FE O70, t Eö, 1-5) 时 
El), Bep ll, Ber> — (kx. 
这 就 是 说 , 如 果 M. 不 是 空 集 , 那 末 它 在 2 了 中 是 开 集 ， 但 是 
J =M UMU UM 
MN M,-— (jAk). 
因为 小 区 间 J ETER, BODL PgES)M;O0—1,2,--, pAH 
上 只 有 一 个 是 非 空 的 ， 也 惑 是 说 , 当 #E WI, uQOHOM f. g 
该 定理 表明 . B U SA, BAFE 6r, IRH AL) 
HER u EZE E. 又 根据 最 大 值 原 理 ， 时 问 最 优 控制 是 
满足 形状 如 (31) 的 关系 的 ， 因 此 , REH uC 在 Bo PIE 
是 逐 段 常 值 的 , 并且 它 的 值 是 有 界 凸 多 面体 的 顶点 ， 这 样 , ILES 
HELU 的 一 个 顶点 换 接 到 坊 一 顶点 网 ， 并 且 模 搂 次 数 是 有 限 
的 .该 结果 称 为 开关 原理 . 这 种 类 型 的 控制 作用 称 为 开关 控制 . 
我 们 已 经 知道 ,当局 HA 吾 处 于 最 广 位 置 时 ,满足 最 大 值 条 
忻 的 控制 作用 是 开关 和 控制 . 
有 时 ,对 于 一 般 的 线性 系统 己 )， 如 果 控 制作 用 由 少 满足 最 二 
« 03 « 
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fe x 
eio, B(i)u(t)» max oh, Bw, 

HOP | | 
就 称 uw) 为 开关 挤 制 ， 显然 , 这 只 是 广 纪 的 开关 控制 、 因 为 这 时 
不 能 肯定 uO RPE U RTA, 也 不 能 肯定 按 接 次 数 是 有 限 的 ， 


习 RI 
l 对 于 系统 
dêr 
Jr te= utt), 
| Het «1, 
讨 认 把 fo，2o 转 移 到 人 ,所 的 时 间 最 优 控 制 ， 
2 对 于 系统 
TE uG), [OIS 


讨论 时 间 最 优 控制 问题 ， 
3 设 对 于 ELi, il QO) CR^ CS RO HIR, 并 且 
zm eue QQ)-0 


iE Ee t tv] ER "-— 系统 


dA ORE BOO, 
u( cU, 
mio) =£ 
ARBRHURERSBS9COBE|B SIUPBHBAS,:8B.41(0, BORU AAt 
BI. 
4 对 于 二 阶 系统 | | 
o AEU), Jupe, 
Aiit ARE r-—0 mm Bem. 
5 对 于 系统 
dæ dy Æ 
o9 dec 90900, 
a Qd œ 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www. fineprint. com. cn 


Ml oi Eia 


luci | «1, 
试 讨论 最 使 击 中 月 标 集 

ripy «cl 
的 时 间 最 优 控 制 问题 . 


$5 最 优 开关 控制 的 唯一 性 


设 4EPR BER", U ER Aang Mik, # HEU 
FA BATE ME, MR w EiT U WR, 那 末 


Bw, ABw, =, A"? Be (1) 
RYE. 
考虑 定常 线性 系统 
do Ay 
PT RES + Bult, (2) 
w(t) € U, 


由 状态 zo Bere BADRA q 的 时 间 最 优 控 制 问题 . 

定理 1 把 系统 (2) 从 状态 xo 最 快 转移 到 状态 ;的 最 优 控 制 
是 唯一 的 ， 

证 B aC A us C 都 是 用 最 优 时 间 # 把 系统 (2) 从 状态 
to 转移 到 状态 ci 的 控制 作用 , 邵 


aient orn Bus ds 
t4 = gat tat | Bt Bua (8) ds. 
E 
p I 
| 。 a-d Bos (tat = [ e^ Bus CO dt, (8) 
因为 ia C HEC DU T d, Pr ELTE TEC SET RE 
db am 
rd 


+ Q à 
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eb, Bu (t)»— max QbG, Bo». (4) 


E [O, LERB RAI € FRI. VE OU) — ibo, 那 末 
Vr (£) = g^ uto De. 


用 po A ECMGDSE p A ER, 
|. po, e40- Bu (DO dt = | "b, 447-9 Bu, C) dtt, 
所 以 
E AOD, Ba Odi- f" GRO, Bus CO»dt. 
根据 (名 ,由 上 式 得 到 
| max <C), Buyat— | <H), Bual) odt. 
RU max Cg), Bay b, Bus(0)5, 


Fl (5) 9 8). 等 式 
max he), Bu» -Qb(D, Buslt)> 


fr (0, E] E.JL3É- ABA RS. 
根据 定理 4—4, EAEE ust)， 所 以 等 式 


153 (b = uyk) 
FE LO, &*] EJLSE ARABES vr. p 
我 们 称 满 足 最 大 值 条 件 
Gb), But)» max <l), Bu) (5) 
前 w(*》 为 极 值 控制 ， RE d(O ARESA, d A 


陈 有 限 个 外 成 站. 

今后 , 我 们 规定 容许 控制 为 逐 段 连续 的 ,并且 是 右 连 续 的 . 那 
K, 定理 生生 表明: 当 直 (*) 给 定 后 ， 极 值 控 制 是 唯一 的 , 而 且 等 式 
在 [io &] EARR., 

$E RH 4—9 90] 3c BH. 了 时间 最 优 控制 是 极 值 控制 。 
。 96 « 
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定理 2 RUSA, BETE DUE, 0U RM, wc) 
$i usCO ERRA) 从 状态 zo 转移 到 状态 0 的 极 值 控制 , IE 
u4(*) — us). 
证 BEBE 在 在 h 和 加 ， 使 得 成 立 着 


0 一 ecoo 二 ee-eBua Hdt, 


O= owo | o^ 7^ Bus X di. | 
所 以 
六 
— f e^ Bu, (t) a-[ e-^ Buy (tdt. (6) 
如 果 Ie. dg EHATE, 使 得 最 大 值 条 
性 
UO, Bu()»— max pE), Bu» 
在 [0, 4] EE, PEG) = po, SIE 
(b —e f" ds, 
由 16) 得 到 
L (o7 ^s, Bus (dr f" (97^, Bus) di, 
gp 


f. max LYG), Buydi | Gh), Bu.C)»dt. (T) 


由 于 0EU, Bru 
max Qp(), Bu>>0, 
Fir EJ pH C7) 28: 39] 
Bu aO, Be» asf OIE, BusCtysdt, ' 


-Ex&C 8 SL TRUBLER SECATCACTP Zi Pp DE BUER BRL ir, 所 以 等 式 
(97 
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max GOD, Bu» = Qb(), Buat)» 


在 [0, 53] EL.JUSE AE EE Rr. SRISGERE 44, 133] 
144 C£) == 1a (E (8) 
在 [0, 如] 上 成 立 ， 同 时 推出 


f max hE), Buydi=0, 
M m ' pes eb), Bu» ~0 


在 Ba, id 上 成 立 . 

WR 1.43, EERIE 

u(t) =0 

在 Èa 六] bm, (BO JEU SpA E 5 uC 是 极 值 控制 矛 
E. A i =t, | 

iE [0, EX] ERNIE HE CB). E 

在 证 明了 定理 3 后 ,我 们 可 以 得 到 判断 最 优 控制 的 充分 条 忻 ， 
我 们 知道 , CAELIS e y A DOR LEE ERE PP, 即时 间 最 优 控 
制 必 是 极 恒 控制 .现在 ， 九 果 极 和 值 控制 把 系统 (2 从 状态 和 转移 
到 状态 0, 根据 定理 2 它 是 把 系统 (32) 从 状态 mw 转 殉 到 状态 0 的 唯 
— in fe (EUER SE, 所以 它 必 是 最 优 控制 . | 

RE, EER 2 ByARTRT., AHER t RAO mii 
H, 只 要 讨论 满足 要 求 的 极 值 控制 就 可 以 了 ， 


$6 状态 变量 为 线性 的 系统 
前 面 所 讨论 的 系统 , 关于 状态 变量 和 控制 变量 都 是 线性 的 . 自 
然 ,由 于 控制 作用 是 有 约束 的 , 所 以 它 对 控制 变量 的 线性 并 不 是 完 
全 的 ， 人 们 自然 要 间 ， 前 面 的 结论 对 于 控制 变量 为 非 线性 的 系统 
JE M? 
考虑 系统 
=- QS >» 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


| P TOLIORETO u(t)), (1) 


m(ig)-ce, zl EU, 
这 里 假设 ， 
1? AQ): [fo 41 R"" RE nU R 
2^ ANT u€R", be, w): Eo H) >R" 是 可 积 的 ; 
XIF EE [io, A], 505 -) : Rn"5S R^ REGIS 对 于 R" 中 的 任 一 有 
HEK, FELO): Eo HORE TEE, Ei: 5 G, uE 
ifo i] x K 时 ,成 立 者 本 等 式 
ib, u) e RC, 
3^ PIRK U E R” 中 的 给 定 集 ， 如 果 有 有 界 可 积 的 :wl*) 
[to, hR” 使 得 u (0) CU E Bo, 坷 上 几乎 处 外 成立， 就 称 让 
为 容许 控制 , 记 为 | 
u(*) C Ua 
fe OL) ip fpi E 29 wo EU; 
4" 初 值 (o, e) C RX R^ Zr 
显然 , 24 BC): Do HJR” RD, 60, w)  BO)u Bp, CL) 
成 为 前 面 讨论 过 的 系统 . | | 
IRiRAESB I—L-G, 3 ul) C Ug Bj 
b(*, u(*)) 
在 [D 在] 上 蚌 可 积 的 ， 因 此 ,对 于 wl*) EUm, X8: (0 mI uf EJ 
3E 
wt, wu) =BG, trot | D, s)b(s, u(s))ds, (2) 
其 中 下 是 齐 次 线性 方程 组 
AA) 
的 转移 和 矩阵 。 
| '« 909 . 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


集合 
RG) —ix|»—2(t, u}, ule) EUa} (3) 
3$ 23:556 OD BF HEH, 

定理 1 RG) AEU REB. 

tz ETUuEB SIDES 4 的 定理 4 各 定理 6, 读者 自行 完成 . 

MÉE U X Rm" 中 的 有 界 闭 集 , 记 

Vm=1ir|lz= bt, w, vcCU). (4 
因为 U 是 有 界 闭 集 , P(t， :R"->R? 是 连续 的 ， 所 以 当 #E o, 33] 
BI,V (OE R^ 中 的 闭 集 . 

银 据 菲 利 浦 夫 引 理 ( 见 附 录 4, nd oC): o 8] 8^ 是 可 
积 的 ,并且 vt € V (GO) 在 Eo jj 上 几乎 处 外 成立, 那 末 存 在 可 积 
的 ul): o &1oR", qf 

utt) EU 
ve =b, u(0)) (5) 
E [to t] EJLER ABIRE. 这 时 记 oO 为 4(:) EN au. 
WR oli [加 ， alot EE k, JÉ Hov() Coo V (D 1€ 
[4o, &] 上 几乎 处 处 成 立 ,就 记 它 为 
v(*) CF a. 
对 应 于 (有 ,讨论 线性 系统 
Sz e AQ)8- v), | ] (6) 
æ (1o) = wo. 
id Bí) 7 (oim m, v), o €P ug), 
S(O —fm|v—z( v, V) CVaj. - 
利用 3 的 方法 ,容易 证 用 
Hi) =E). 
定理 2 REPA 


* i00 + 


zi! 
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RG) =R) —8,0). 
证 EsERM, METE uC) EU a, 使 得 
=n, w), 
id o( —56, uC), WROC) €V au, WE 
c(t, v) —c(t, w). 
因此 RO) CR), 
EI, Tg vC.) EF ua, 就 存在 ute) EUs 使 得 
| bi, uC) =C), 


从 而 c(t, uw) —z(, v). 
Br RAD cR(). 
因此 , 成 立 着 
RO = RD —8,. | 
定理 3 BU RORU"GREÉDAEGRBISS, NUCK ROO ACH AN mH 
集 . 
证 和 和 8383 一样 ， 可 以 证 明 S) 是 凸 闭 集 ， 请 读者 自行 完 
成 .再 由 定型 3 就 得 证 定理 . | J 
设 Q(*) 满足 下 述 条 件 ， 


D^ XT iC [to, td, QO JE Fe 中 的 有 界 西 用 集 ; 
6° QC) 关于 LE [tw 6] 是 连续 的 , 即 成 立 着 
lim da(9(G，QGD)=0. 


t 称 QC) 是 运动 着 的 目标 集 . 
HARRERA 寻求 
i! -infilz(E, D EQO, uC) ED}, 
i BR, 它 等 价 于 寻求 
1 t*—inf(i|RG) NOD 9 2) 
x 


—ini(i|0c R()—Q()]. 
« 101. 
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ERA RO -QO) 是 有 界 凸 闭 集 ， 并且 RC) QC) 关于 # 是 
连续 变动 的 , 所 以 上 述 问题 可 归结 为 和 讨论 的 问题 , 从 而 有 下 述 


定理 . 
定理 和 如果 存在 六 使 得 
QD n R) D, 
NK QH n RO» ED, 
并 且 当 f ETAT B | 
QG) n RG) =Ø, (7) 


同时 0 J& REY- Big yr ER. 
ERD 设 U jÉRUCBEDEGRBISE,SECK U 是 方程 


PFE) =0 
的 最 小 根 , 这 里 
F (f) ~ min {max QA, D(t, t)æo—a) 
+ max à, BG, 986, ash (8) 


又， 如果 j 满足 Xo] —1 及 


max €, OQ", to) To— m» 
meg) 


二 mao BG, DOG, v)d:- 0, 
那 未 最 优 控制 ww(.) 满足 最 大 值 条 件 ; 等 式 
Qo, DE, Db, u*(D)» 
—max Qv, P(e", b(t, u)» (9) 
在 [to, t] 上 几乎 处 处 成 立 ,并且 对 于 2$€QQ^, 成 立 着 
《ho， 和 5 一 中 人， (10) 
它们 的 证 明 留 给 读者 完成 . 
不 等 式 (10) 称 为 横 袜 条 件 。 
. 102. 
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METRE, XERDEUE 8 C UMS IE RR 

BAOH ODE, wO), (11) 
这 里 w) EUa (j=0, 1, =, m 

&4(*): Eo 1—0, 1] 是 可 积 的 : 


zi og(t) =i, 


我 们 移 040) (3—0, 1, 中 为 松弛 因子 (的 等 时 区 域 记 为 
RaQ). BARLA 
| | RCR), 
容易 证 明 | 
定理 和 — 3556 CD IR PA qi 3 5E COLD P S E DCN 


Batt) -lsls- et, tot È a, (8) (t, s)b(s, u,(s))ds, 
u) cU, CAEDE EL t] 19, IAA, $ a(s) -il 


与 系统 (1 的 等 时 区 域 RO) 是 祖 等 的 , BJ Ea — RU). 
E Bg ur B ES S6 E SU. 
3] 题 
1 证 上 明 本 节 的 定理 1, 3, £, 56. 
2 iB BIO 都 是 民 * 中 的 有 界 雌 闭 集 ,并 且 
Rtto) N Batto) — C, 
存在 te, &1, 使 得 
RD n Ez s £5, | 
又 设 RO WEO 在 [to, HLESRTOR RXEBRSEEAEJ. Are TRE te h 
Ei: 
inf |B naQ 7 2f. 
es 103 * 
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$7 最 优 线性 反馈 调节 串 的 设计 原理 
在 绪论 中 ， 我 们 站 用 配方 法 讨论 最 简单 的 反锁 调节 器 的 设计 
问题 。 本 节 讨 论 它 的 一 般 化 问题 , 这 是 卡尔 学 完整 解决 的 , 它 是 最 
优 控制 理论 中 能 细 到 底 的 最 重要 的 一 类 问题 ， 


设 系 统 的 状态 方程 为 
d 
ES = Av Butt), (1) 
m (0) = To, | 


RE ACR BCR'*" z cR", u( EDO, oy; RY, 
系统 (了 ) 中 的 4 可 能 是 不 稳定 的 ， 即 4 的 特征 值 不 全 具有 负 

实 部 ， 反 馈 调 节 器 的 设计 ,是 要 选取 下 ERm"， 使 得 4 一 BF 是 

稳定 的 ,并 且 使 系统 的 性 能 人 品质) 较 好 ， 在 控制 工程 中 ,经 常 以 下 


述 的 平方 积分 指标 
| - p Q BT aC) [e 
Too)» « S »X ut) Lam pa (2) 
PY Ru p irn ME 
QT—Qcm", 
S cm 
RT—R = pem 
PH | 
R0, (3) 
Q a 
ML (4) 
通常 S —0. 
d 115038, 24 XB PE 


(BI ABI LAT) 
的 秩 为 4 时 ,存在 KGR" 使 得 4 BK RRR, (SRo A 
* [Üd >» 
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HLEH P By SES. ERAD H, E 
ul(H =— Et + vi), 


35 ZR E EE IIIA RU ERA 
T —(A— BK s-- Bv(0), 
而 性 能 指标 (2) 变 为 
x Q ST . at) ct) 
TORIKI S R X vlt) ) Les Du 
其 中 Q-Q- K*RK —87K —K78, 
8-S—RK, 
3E B. g 5) 
4 RJ T 


因此 , 我们 假定 4 是 稳定 的 , Q, S, RREZE (D) (D, H ， 
wl) € EX([0, o5), Row) 时 


T(t, u)-—s8"my- | g^ Bu(s) as, | (5j 


JE H. eC, u) CICO, e»), RD, 从 而 可 以 计算 性 能 指标 J Cw(*)) 
为 设计 最 优 有 反馈 调 节 融 问题 ， 我 们 尘 讨 论 下 述 的 二 次 最 优 控 
制 问题 , 寻求 CELO, 2); R), ERTA 


TULIJE QC) 
对 于 u(*) ELPO, 00), R”) 成 立 . 
记 U, — P0, eo); R”). 


EEL 设 4 是 稳定 的 , 即 44 BMUÉRIERBTEASROYYm, RO, 


站 和 X0 HERE tkt ELE i boo MERI EI IBI Bi oi ELE Zen 
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E w= Tus J (ut*)), 
那 末 wU, 
Riel 是 极 小 化 序列 , BI 

uy(*) CU. (b 1, 2, -e)a 


lim J iux(*)) —a, 
Ea 


id gx) — wi, ux), 
那 末 o(a, 28238) 1 ta C) (0. 


根据 二 次 型 药 平 行 四 边 形 法 则 , 有 
TCH C) 24 (2862 02 
i "0E 71€), Tpi) 一 aut) 
CE CE m cea 
"u/p AnD ODN 
+| ,2a DUM Re we 
上 式 右 端 第 二 项 是 非 负 的 , 所 以 
TC)) +t lak)) 
aT (i (1 tC) 
人 u 
eap (RADE, HH) ag, 


因为 R70, 存在 87-0, 使 得 
SRu, w> >ò lul’, 


所 以 TDAI UC 24-5. [^ dus CO — m CO t, 
B ['mo-uoriesiU rT) 2. 


M E, Loco IN, EAG mT 0, 所 以 fk Em NI 
TË CDO, c9), R") eh BB NL PS CA, L. Cauchy) 序列 ， 从 而 存在 
* 106 ， 
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u* C C FP ([0, 02); R5, 使 得 
lim | laO) — u*( ea - 0. 
又 根据 (5), 得 到 | 
mnia uie | era B{un(s) —u'($ Ms, . 


Hm Ee) ln) 7e, a0. 
因此 FUTT 


所 以 党 人) 是 最 优 控制 .这 就 证 明了 最 优 控制 的 存在 性 .再 证 最 
优 和 控制 的 唯一 性 ， 如 果 u* C) 也 是 最 优 控 制 , 那 末 
TA) ed), 
TECATE) 
*()o-u*() 
pups 


RENS u* (b c o; v" (E) 2 ya 


2a +2 J. hut (2) — u" (0 adt, 


所 以 | "jw C) -8* Q0 die, 
从 而 -o utu" CE), 
ZELO, oc) 上 几乎 处 处 成 立 . 
定理 总 设 对 称 阵 三 适合 | 
Q+ ATP--PA— PBR? BP —0, (6) 


并 且 A- BR--B*P 的 特征 值 全 具 负 实 部 , 那 来 
u (©) = — RIB" Pa" (1) 
是 最 优 控制 ， | ] 
证 dEuC)cU. MR) ELCO, 99; R). FE 
。 107» 
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-Pa 人 Do 人 人 > 
-ATP PAYS, (£y 
4^-2€B7 Pz(D, u(t)». 

Bj 3r M, O 33 oo 积分 ,得 到 

x Pussy EK (ATP+ PAED, 2 (£)) 

+B Pel, vordt. 
i8 [55.5 J COI, 48 
J ((-) - Pas, a 
-| (QAT P+ PAY (D), odt 


jj | {BPa (E), «(1)» - XRu(2) , «(0»Mt. 
利用 P 适合 (6), 上 式 右 端 第 一 项 等 于 | 
| «PBRA'Pz (i), z(t)»dt, 


Bru | 
d (u(*)) - KPao, vo? 
" | < (u(t) + RIBI Pa(1)), 
u(1) + RA BE Pe (1)»diz»0, (7) 
pj m J Qu )) Z (Po, cop. 
如 果 uw) RI at C) 适合 ; | 
u* (t) + R^ BT Pz"' (t) -—0, (8) 
那 来 AAD — (4— BRAB'Pya*Q),- 
Bj A- BRODIT R HER, MEC) ELO, 055; R”), 
vC) € L0, oo), R")， 这 时 , d C) 4939] 
(0 JQ) C2) 7 «Pas, 2» =0, 
. 168 » 
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这 样 , 我 们 证 得 
J GC) «J (Q9). y 
KEMEN, 使 性 能 指标 J UC) 取景 小 的 最 优 控 制 是 状态 
的 线性 反馈 (8)， 这 里 是 推广 绪论 的 配 平方 的 方法 来 得 到 结论 的 ， 
定理 3 Je)s0o)-sC, ww) 是 线性 二 次 最 优 控制 问题 


的 解 , 又 设 . 
4) [ere tg (oo, (9) 
IR 
v) - RB). (10) 
证 d4EuC) CU, ec (0, D, SEE vw (2 -v'CO t eu(:) € 
U wu 从 而 
J QI (9) «J Q'()2). 


ig at (4) 一 pC w') 2^ (C) c e82(-), 而 52(*) 适 合 
SES. = Asl + Butt), 
82 (0) — 0, 
这 样 JIC) 
2af KOO, dC) + LR 的 xD 


(1) 


e | {QD), 8(02-- GRu(, «(053 dt 
z-J(w'(-). 
所 以 
2af QO, MOERORE ON T 

+e T («Qouco), Ba (9 Ru), u()»)dtz»0, 
两 端 除 以 328, 并 令 60,1839] 

(«Qu^ (D, 8s (02-1 u^ (), «(03d620, 

« 109 - 
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位 是 rE) -f g^'*-9 Bu(s)ds, 
代入 上 式 得 到 
| ee (o), f gt? Bu (i) dt» do 


e[ aec, udeo. 


从 而 [<e fore HQ o) dat Ru CO, Od 
对 于 uC) Ua 成 立 , 即 
| «meo —Bb),u»dt»0, ^ (Q2) 
Ei w^ C) € LPC EO, o9); R"), BED a^ C) € DA(D0, co); R9), 
(C) ETP (LO, oo); RO. 人 而 RC) BTY) € D^ (00, 92), 
RY), Bru() = BC) -Bus"( ,由 上 式 得 到 
- [^ Be 人 一 Bo 人 at>0. 
所 以 得 到 等 式 (10)、 
nPE 
Hh, æ, v) e — (Qo, 1> Qu, uy} 
Fl, Az Bo, (13) 
那 未 对 于 给 定 的 £0, KT u B ERE 
JF Gh, CE), v) = — (Qa (D, 2 y» Qu, vl 
VOD, AD") + Bu» 
是 二 次 函数 , 并 且 | 
OK CED, a QD, w'OD) pe TY 
z Rw (£) +BY) =0, 
FA (YO), AOPA OVI D 
ua J 


- 110 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


所 以 ob), at), -) Te ut CO BEXERUBCK IG MA 
APA), at (), w) max P, oO, ). — (14) 
因此 , 我们 证 得 


定理 4. Wb u(0, we*(*) 是 鲁 性 二 次 量 优 控 制 问题 的 解 ,小 C) 
Hi (9) Je ig, 那 末 哈密 顿 CW. R. Hamilion) A 35 


HOWE, a* (), u) = — Qs" (), af (D+ (Ru, Y) 
| HAG), Aet CE) + Bur 
TE w— u' (0) 达到 最 大 值 , 即 等 式 C14) 在 0, +20) 上 几乎 处 姓 成 
立 . | 
| 3j NH 
1 设 Q7 一 QER"", 试 证 平行 四 边 形 法 则 
(Qr, a) + Qu, 9) 
-^[(o p. 3t (e fat. t5). 
2 在 区 间 [0, T) 上 考虑 线性 系统 CD) 使 二 次 性 能 指标 
To) = QT), TIYA | LEGY, DE) + (Rul, wD) 


取 最 小 的 最 优 挖 制 问题 , 这 里 g — Que R^, QT -QcR"^, R"—RCR"m, 
Q0, c0, RID, 

i" upBERR DUE B E TETE— b, 

a? ERER LS pm e EB. 

8* URPT(QO-—PQUEDO 上 满足 黎 盯 提 方 程 


- 4D qa ATP P(D A—P(G)BRABEP(O, 


© PET Qs 
EOE OERE 满足 关系 
| u(t) S — & ABT POT, 
SEX uC) 是 最 优 控 制 ， 
> Jti? 
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$8 一 个 线性 最 优 控制 问题 


对 于 线性 系统 


T = Alat bC, v(2), 


mto) = m; vt €U, 

假设 AC, bC, 7 满足 $6 PERH 1" 58 2^, U d; Rip B8 
界 闭 集 . 

Hu a(t [to, t1 R^ 是 可 积 的 ; (S, ifo, i] X Rh 
RERE - 

ATCR", D(., v): o, 三 一 R 是 可 积 的 ; 

对 于 EE Do il, WG, ORR 是 连续 的 ; 

对 于 R” RE- ARREK, 存在 可 积 的 BOB nl, 
使 得 不 等 式 


(1) 


O [BGE D uD 
对 于 G, €9) € Eo 6] x EK far, 
XGR ro AI o JE RU BESTIA. 
线性 最 优 控 制 问题 OR u( CU (18 


akto, u) = Co aa, w) = da, (2) 


并 且 TUD- | APH, olt, wH, Ahd 


«| «onto, z(t, v)» - b^ (t, vE) Yas 
IPC) EUa, E wio, 办 一 ao a(h, v) cas RE. 
记 a(0 [| (9), ala, 0)>+8°(s, vs))}ds, 
那 末 z^ (fo, v) =0, a, v) - J (v(*)), 
ge^ C. D — Ga (0), e(t, v)y-- PG, v (D). 


. Tfjg. 
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- z- (^). bt, »- e > ) e-(.). 


dæ (0 G) bee, ob) 
Tlo a) H aae ) 
它 关于 x 是 线性 的 , 边 值 条 件 成 为 


w Ct) =o TLE = ( 


这 样 ,最 优 控 制 问题 可 改写 为: SOR nC) CUu, 使 得 (3) 的 解 
e()-zC, o), M 


那 末 
(3) 


J(o(*)) i 


(fo) = Xo, 
oli) = fis 
FE (5) «2*(., DHF oC) EU RB. 
dio, VS Æo  m(h, V) =w 
W. 
落 记 系统 二 ) 的 等 时 区 起 为 
£t) — (|a — (i, v), v(-) ET 
那 未 根据 86 的 定理 3 知 , RQ) E Rr hA umpmgf. 
定理 1 设 0U 是 民 * 中 的 有 界 闭 集 ， 六 且 存 在 某 一 容许 控制 
v(4, 使 得 tt (fo, VY =T, TCh, v) = 8i, 那 末 线 性 最 优 控 制 问题 的 
解 是 存在 的 . 
证 RH 中 的 有 界 同 闭 集 ÂG) 与 +! 中 的 直线 
HN = ta 
有 公共 点 Xa, 0). R LARG) ER" pij 3E SE RSS UR S HI 
集 ， 
显然 ,线性 最 优 控 制 问 题 等 价 于 
infía?|z ELNARGYY. : 


" Hà 
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RE LNR) 的 闭 性 , 得 知 存在 vC), 使 得 
a(i, w) = inf(z?|;e € LO ÊY. J 
定理 & BuO) 是 线性 最 优 控 制 问 题 的 解 ，#C*) 一 w(*， u), 
那 末 存在 wes0 b CO 满足 | 
IRE SEP TOT TOR TOR 
wat b [270, 
使 得 最 大 值 条 性 
eoo CE, u(0)) + GbUD, 506 ul) 
—max (agb (t, v) E Gb), bC, v)»l 
3E [£o, &J] E JLSE- AE AE RE, 
证 G, 2), c JE UE 及 后) 的 边界 点 ， 并 且 从 它 
所 发 指向 和 抽 EE SE A 
和 
不 在 Rlta) zu 
根据 凸 集 的 分 离 性 定理 , 在 RUU 中 存在 以 ow， X) 为 法 向 量 的 
超 平 面 , qm EGO) 分 在 两 倒 , 即 


| | 
af —1)2»0, — (4) 
ag (a? (&, v)—z" (t, u)) 44, TCi, v)—a(&, upt, (5) 
出 (所 得 到 | 
es. U, 


BO l, 0) G, toos | DE, DEC, v(0)ds, 


oli, u) dt, tozo | eq, s)b(s, u(8))ds, 
所 以 得 到 
. jid 
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t 
elt, v) elt, w) = | dt, x) (b(s, v(5)) — bls, u(s)))ds, 


z"(, v) — PR, ou 一 | LECE, ULE — AICE, «Gt 


* EO, [ c, 2t, 08))— bC, v(0)3a6t. 
从 而 由 (5) 得 到 : 
«|J. b", v())dr-e |" f Caa lt) DCE, s) b(s, vs vds di 


+| <a, Olh, DDG, (Hdt 
«as | so, "07 
二 | | metto, Bit, oC, (ds dt 
十 | < DCi, DO, wl dt, 
ao | BOCE, oaet | (rt, DA 
es | d? (o, are) ado, bC, v(1))) di 
«as f" j^ t, «odi Pana, DA 


a |. Tlo, Dlodo, bG, TOLA (6) 


i pO =P, Atal Do, Da (ode, 
BRPO 适合 i 
UD L AYG) - asa D), 
js) A, 


Ji^ 
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所 以 ait IPOD =a ll’ > 0, 
不 等 式 (6) 成 为 : 对 于 af) EU， 成 立 著 


fite, vE) +E), DE, v(1))5)dt 


<f Aob, uE), BCE, u (D 
TE bE, u), b, «(2 BOBIR, BR 
立 着 
201 rn : 
lim J| , 18G, u(2)-- 4000, DE, udt 
=od", u)) + D, BE, v1)». 
对 于 h>0 和 wvER", S 
ofa 当下 一 让 二 天时， 
"= 当 lz—- £|— AH, 
BK (e) EU 并 且 由 (7) 得 到 


j oo (t, D+, blt, v)»idt 


« [^ estat, nC) HG), Mt, v (0)»34t, 
两 端 除 以 2, 并 令 hoo, 得 到 | 
ab (E, 9) +E), DE, 9)» 
ob (E, u(£)) - QD, DE, uE, 
PELL max tosb*(, v) +p), BG, 5) 


— ob, uf) - Qi, BG, uE. 
[3 29 JL3E Bp B EE REDE ERG e DN, EEUU fA AA 
几乎 处 外 成立， 
* 116^ 
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z] Ri 


1 iO RRUIDNSTERUR ENG 是 Re HAS PUAEL, 1 的 点 ( 除 端 点 外 ) 
站 是 口 的 点 , 那 末 存 在 超 平 面 把 从 和 1 分 在 两 仙 。 
à ORURADT (€ [a B), (5 RTR 是 选 续 的 ,对 于 ue Rn JC, u): 
[«, 8] & 是 可 积 的 , U JE Ro 中 的 有 界 闭 集 , 并且 对 于 tiE[a 81,78 
max fG, e) =P), 


Pr) 在 Te, 81 EETEHI. 试 证 : ZEE w(:[a, 819U 是 可 积 的 , 使 得 
| QC fü, si». 
o8 利用 上 题 有 不等式 人 2 证 有 明 最 大 值 条 件 ， 


MH 
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第 三 章 ”上 庞 特 里 雅 金 的 最 大 值 原 理 


81 最 优 控制 问题 的 叙述 和 最 大 值 原理 


我 们 在 第 二 竟 介 绍 了 线性 系统 最 优 控制 的 一 些 结果 ， 其 中 一 
个 重要 的 结果 是 最 大 入 原理 . 1956 年 , 典 特 里 雅 金 和 他 的 同事 们 
正确 地 提出 了 最 优 控 制 问题 的 数学 模型 ， 并 且 以 猜想 的 形式 提出 
了 挣 类 最 优 控 制 间 题 的 最 大 值 原理 ，1958 年 他 们 首先 公布 了 线性 
系统 时 间 最 优 控制 的 最 大 值 不 理 的 证 明 ; 1960 年 他 们 刊 出 关于 一 
般 形 式 的 最 大 值 原 理 的 证 明 ， 惠 于 他 们 所 提出 的 数学 模型 能 确切 
地 反映 目 动 控制 技术 的 发 展 ， 并 上 且 突 破 了 古典 变 苍 学 上 只 能 在 开 域 
中 进行 的 框框 , 能 够 具体 解雇 一 般 的 时 间 最 优 控制 问题 , 推广 布 绍 
的 竺 时 到 一 般 情形 ， 使 庞 特 里 雅 金 的 最 大 值 原理 受到 科学 界 揭 重 
+A, 

与 此 同时 , 贝尔 曼 用 动态 规划 方法 讨论 最 优 控制 问题 , 得 到 了 
大 们 称 之 为 贝尔 甸 方 程 的 必要 条 件 ， 卡 尔 螺 则 具体 研究 了 线性 二 
次 最 优 控 制 ,建立 了 最 优 组 人 性 反馈 调节 器 设 计 的 理论 基础 (我 们 在 
第 二 章 已 讨论 了 )， 1961 年 ， 伯 科 维 茨 用 古典 变 分 学 方法 推导 出 
最 大 值 原 理 . 

这 样 , 虎 特 里 雅 金 的 最 大 值 原理 . 贝尔 曼 的 动态 规划 方法 .十 
典 变 分 学 的 基本 必要 条 件 和 卡尔 曼 的 最 优 线性 反馈 调节 器 设计 的 
理论 , 为 解决 最 优 控 制 问 题 芮 定 了 理论 基础 . 

现在 我 们 来 分 析 控 制 问题 的 正确 谢 述 . 

育 先 , 设 受 控 对 象 的 状态 是 由 下 面 的 微分 方程 组 


da 
uo (i, v,u(1)) (1) 


c 11S 
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Hos, 其 中 了 : Rx Rex Ree pri cc JB T 也 是 连续 的， 


这 里 | 
J9C6P Sa 9495 
| t= (m, a, ur ami, 
of. of? .. Of" 
On r ĝe! 
of" ef .. ef 
2 gen Or sp” Or 
ex "rh iode LEE hag 1 
Sf Of 
LO dr" ——— Ow 
LEU ER 中 的 给 定 集 , E RIER EE TURIS EJ PB TER, 称 为 系统 
(epis d) EAR, 


如 果 ero 4] R^ 是 有 界 可 各 的 , 3E EXE Uo, -EILE 
处 处 成 立 着 双人) cU, APR ui. ) 在 (£o, ii| REN 
$. 记 为 ws Elu. 

在 第 二 章 中 ，f(, o, u) - A (Dn b, 加 ， 从 而 系统 的 状态 
方 释 是 线性 的 ， 现 在 , 状态 方程 是 一 般 的 非 线性 方程 . 

在 控制 问题 中 的 微分 方程 组 与 常 微分 方程 教程 中 雇 讨 论 的 区 
BET: 这 里 有 可 供 人 们 选取 的 控制 作用 C), 并 且 w(.) 一 般 是 
受 有 限制 或 约束 的 , 即 它 不 能 是 任意 的 可 积 函 数 ， 同 时 , 从 绪论 的 
ALAB, 我 们 不 能 要 求 x(-) 是 连续 函数 ， 第 二 党 中 , 我 们 已 经 
"iu, 假设 它 为 取 值 于 联 的 有 界 可 积 通 数 或 为 逐 段 连续 函数 是 适 
当 的 . 

这 样 ,对 于 确定 的 x(") CUM, 方程 组 (DD 的 右 端 f(t, m, uE) 
关于 二 不 可 能 是 连续 的 ， 所 以 我 们 有 必要 讨论 可 积 右 端的 微分 方 
程 级 ， 既 然 这 样 ,我们 假设 了 满足 下 述 条 性 ， 

*PPescR'UBWCR", C, 2, 4): Do 61V 是 可 积 的 , 这 

. 1195 
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里 fo SCR; 
XQ CR, JG, «, Rx RR" 是 连续 的 ; 
对 于 C, v) enxRo, UL 10 s Rr RM. 


TE. E. XS ART F, HTF uC € Us, FC, 5, uw): Uo, t6] x Rt 
>R" 满足 第 一 章 83 关 于 方程 右 端 的 条 件 ， 从 而 ,如果 给 是 
(fs, 29) C RX R^, «(2 EUa SEA ZI TREH (1) U (o, wo) 为 初 值 的 
解 存 在 唯一 ， 自 然 , ETHER, 我 们 不 能 肯定 它 
的 解 在 整个 Eo £:] 上 在 在 ， 

我 们 知道 , 控制 作用 C) 是 为 了 全 大 们 达到 一 定 旧 的 的 ， 

RER 中 还 给 定 了 点 要， 控制 问题 是 选取 容许 控制 中 全 
Uwm， 和 使 得 系统 (了 ) Go, 20) 为 初 值 的 鲜 cC) 在 其 一 时 刻 志 达到 
2, RH 


rh) =fr, 
这 时 ， 我 们 称 容许 控制 u 把 系统 {从 状态 mo 迁移 到 状态 m. 
这 里 时 刻 刀 没有 宁 先 给 定 ， 以 便 包 括 第 二 章 所 讨论 的 时 间 景 优 控 
制 问题 .当然 ,也 可 以 预先 给 定 A. 
为 了 表征 系统 的 性 能 ,我 们 引入 性 能 指标 
TUC - | PE, 2), ult) dt, (2) 
REP: RxR xR" >R 适合 类 做 于 了 的 条 件 ， MAT, w€ 
R"xR*, PCO, c, u): [fo t6] OR € RUBABI; XP CR, PG, 。 
OIRSxROOR EEZ AFG, )CRxR", gPa, +; w)/0a: 
FoR A EER. 
最 优 控制 问题 FRAME A«u) ET， 使 得 它 把 系统 从 
状态 徊 迁移 到 状态 cu, 并 且 
J (Qu(-)) —inf(J (9() TCD €Ua, 
wto, V) =ke, wit; v»)—m (3) 


e 120. 
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这 里 (fo, xo, 丘 是 给 定 的 , 而 对 于 不 同 的 2(:) EUwm, 使 得 
vt 0) =e BUNC fI t PRÉ RR STER. 

ADR u(*) CU iB A (3), HER uC X de dE d, s 
v^, WARRE, GER uR DE) me, u) D LUCAS [o] RR 
的 解 . 

当然 , 该 问题 还 可 以 推广 , 将 在 第 四 章 详 述 . 

为 讨论 该 问题 , 可 以 引进 一 个 新 伍 标 2. 


nma 
di 一 六 T, ODP 


a" (i5) = 0, 


l 29 0 0 
mo e) rne) e) 
那 末 可 以 考虑 系统 

fG, 2, w(5)), u(£) EU, æo) — dto. (4) 

若 记 三 为 民 ” ”中 的 直线 
P 
WERE PHARETRA, Ru) ECU ERTER Pj 
解 wO, u) ERRA 5. 53 ID 3828, 即 
(a, u) EL, 
PE c 0a, 如) 到 最 小 值 ， 即 ,如果 e() € US, Bibao, 3X 
— Hid f. 与 五 相交 , 即 ah, v) € L, 那 末 成 立 着 
a t4, w) «a? (2, v), 


7| 3t hà SEC eR S 
9E, p, m, w) iro f", m, u) M Ob, fF, m, OY, 
那 末 系统 (全 可 骨 示 为 
dæ oH G, ab, w, uld) — 
up ee æ (io) = o. 


. f2]. 
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这 里 由 一 W ICE A 


席 特 里 雅 金 的 最 大 值 原理 u(-)fao(C)-—s(, u) dE ARE 


pat |b E) 70, (5) 
dit Of(tzo(t,u(t5) o AF CE, wc, «(O) 
E77 3 09075 Be i 
(6) 
T8 1SHScK ft AIE 


2€, V), E), u) max of, pE), ob, v) T 


在 [tw, 如] EJLSP RE ACE, 

WR a ET AO DET, ME 

JE, WE), E), UE) o max A Cts, W), e(t), v) 

一 0. (8) 
第 四 音 将 给 出 最 天 值 原 理 的 严格 证 明 、. 
方程 组 (外 称 为 最 优 控 制 宫 题 的 伴随 方程 组 , 它 可 以 配 为 
HEE OW OD, CO, u) 
dt ez i 


4 =l, 在 不 预先 给 定时 ,性 能 指标 
J Qu(*)) =i io 
表示 拉 制 作用 C) 把 系统 从 状态 we ta e 的 时 间 ， 这 时 ， 哈 
WARA 光 可 表示 为 
JU, P, o, u) — dno Gb, f, m, > 
= H C, ib, m, w), 


伴随 方程 组 成 为 
o 0f (t, E ut) v, (9) 
*" 122 » 
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3t B. DIC EU EE 
AR, OS) EHI de — 0, E5 pot Ee): 0 06 RS. 
因此 ， 对 于 时 间 最 优 控 制 问题 的 最 大 值 NOSE. qa (0) 和 
m(*)-—s(*, wu) 是 时 间 最 优 控制 问题 的 解 ， 那 末 存 在 方程 组 (9) 的 
非 平凡 解 p CO, 使 得 最 大 值 条 件 
Ht, pC), sO), uG) - max H (t, P, o), v) 


(10) 
JE Ho, 4] ELA REF. 


禾 别 ,对 了 寺 线 性 系统 
TZ AlotbG, O), u) ED, 


mis) = T$, 
最 快 把 状态 vo 迁移 到 o. 的 时 间 最 优 控制 问题 , Un EAR e E 
HG, p, o, Wb, AeH ACE, u)», 
FF BE Jy TE HJE 


a T 
M40, (11) 


它 与 控制 作用 uo ERES o 无关, 是 可 以 直接 解 出 的 .最大 值 
原理 是 说 , FELDI hO), ERAR IF 

. Q6), A(DaQ) T b, u(1))» 

—max QbOD, A Qoa) HEG, v)» 

在 [to, &] 上 几乎 处 处 成 立 。 它 束 是 

LP, BG, v)» max QOO, BG, v)» 
在 [to, à! EJLER Y, KERSE $6 H. CACR 
中 , 还 给 出 了 最 人 怖 时 间 的 计算 公式 和 由 二) 如 何 确定 的 公式 ， 


=] m 
i 试用 最 火 伪 原理 来 讨论 第 二 章 & 8 的 最 优 控制 问题 。 
. 123 
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骨 。 试 用 最 大 信 原 理 来 讨论 线性 二 次 最 优 控 制 问题 的 必要 条 件 。、 


$2 动态 规划 方法 与 最 大 值 原 理 
贝尔 曼 的 动态 规划 方法 能 用 来 研究 很 广泛 的 最 优化 问题 ， 这 
SE DURS 1 所 讨论 的 最 优 控 制 问题 来 讨论 动态 规划 方法 ， 
考虑 系统 
-fG c, u), wt) CU, (D 


Jopf: RxRxRHE 是 连续 的 2. RxR'xRoRS 是 连 


续 的 ,容许 控制 w(-) 是 取 值 于 可 的 具有 有 限 个 第 一 类 冯 断 点 的 逐 
BOE UK, 记 为 x(") E Uw， 性 能 指标 为 泛 孙 
JC) =| PE, aG), «025, (2 
这 里 户 A S AEE, 
最 优 控制 问题 RAEE, XPPG, D ERxR", 如 果 存 
E oC) CUu, BEA CD) DL Gs, ORO RE oma, 内 满足 
slr, 9) —£, eft, D =m, 
APOC WRAD AE C, HABARS 21， 最 优 控制 问题 
是 : 在 把 系统 CT) 从 初 值 (x, 司 迁 移 到 状态 mm 的 容许 控制 中 ,选取 
使 泛 函 ( 幼 达到 最 小 的 wx(.) CU s, 即 
ar u) =É, ma, 过 一 出 
而 
T uC) 一 minfy(Ce(-))1z(r, 9) -£, 
zh, v)-m, v(-) CU). (3) 
显然 ,对 于 G, D € REP, QARET, OHE, REX 
S(z, E), 称 为 最 优 控制 问题 (3) 前 值 丙 数 ， 有 时 ， 为 强调 (3) 依赖 
TA Gs, E, 称 它 为 以 (5, 为 初 值 的 最 优 控 制 问题 ， 如 果 对 于 
. 124 。 
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(v, 9, 没有 容许 控制 把 系统 人 从 初 值 (r, DERA m, 就 认为 
S(v, £) — oc. 

贝尔 受 运 用 动态 规划 方法 研究 了 最 优 控制 问题 ， 它 的 理论 基 
补 是 下 面 的 原理 ， 

最 信 性 原理 ”如 果 一 个 系统 从 时 刻 刀 到 时 刻 妇 的 状态 变化 
具有 某 种 最 优 性 质 , to 是 位 于 t4 和 妇 之 间 的 时 刻 ， 那 末 素 统 从 时 
刻 如 到 时 刻 如 的 状态 变化 也 具有 这 种 最 优 性 质 . 

对 于 一 般 情 形 的 最 优 性 原理 是 考 需 证 明和 鸭 ， 对 于 最 优 控制 癌 
题 ， 最 优 性 原理 是 下 面 的 如果 wC) Me), 办 是 以 
(v, 为 初 值 的 最 优 控 制 问 题 (3) 的 解 ，# € Qn, 6), s v, v), 
WK u(-)81 e (22 E DA GI, 2^) 为 补 值 的 最 优 控 制 问题 的 解 . 

事实 上 , MERER) CECU, EPONE, e) 为 初 值 的 解 
w《*, o) iii 

c, v0)-z', elti, v) —a, 


JF H. mE 
|^ m, v), vG)ydi [^ fc, z(), udt, - 


规定 eCOdE[v, €] RE wv (0, HER vCOXEIv, 6] 上 是 容许 
控制 , 并 且 
aly, o)-sz(v,u) —£, e, v) =at, uw) 一 好 ， 


m, V) = Tas 
f PG, el, oa) 
-| PG, wE), udet | G, aC, o), odt, 
E38 3S —xbNE 
EPG, aC), udt, 


* 125 * 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


所 以 
V foa, att, D, vate" E, 2G), uat. 

XC vC) 的 最 优 性 矛盾 ， 因 此 ,ws(*) 和 wo") 是 以 (Ys) HWE 
的 最 优 控 制 问题 的 解 . 

MRH, t) ERSA o C)XAR SEL, BARMENA 
述 为 , REHULULER IR B RE RACER, 

SEELITULT EPI 

现 推导 最 优 控制 问题 的 信函 数 SCz,6) 所 满足 的 关系 式 ， 假 
设 在 Rx 的 某 一 区 域 中 ，S(.，.) 是 连续 可 微 的 . Mal) 
wz《， 加 是 以 C, 各 为 初 信 的 最 优 控制 问题 的 解 ,如 

SG, D= S PE, «CO, wt) 
=min{J (()) |atv, v) -£, 
zi, v) m, 9 (*) EUa. 

根据 最 优 性 原理 ,x(-) 和 z(,) 也 是 以 kt， ob) 为 初 值 的 最 优 

控制 问题 的 解 , 所 以 
SG, «() m [ f, als), uC)) ds, (4) 
两 端 对 求 导 ,得 到 
-ESE =S, vl), O), 
即 
PIU PWD) (290, 2O), day, pG, c(t), u(0)), 


或 
f°, ae), u(0) 4 (18€. 200)... p, al), u) ) 


Qq Qn 
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和 


JO 7 


AET iae 


as (.08 o8 as y. 
这 里 óc Vs Oe Go 


E, F Sr, olsi, GROS 
f*G, &, ul) (EEEL, fr, &, u(0))) 
RM © —o. | (6) 


X EE Er, rtd] EL) v, e CR, AERE CD DA Gr, D 为 初 
值 的 解 oC, 0), BB 
| (T, 9) —6, 
EE tt Ar AbH sirt dr, v). 
B (redr, zz 十 如 v)) 为 初 值 的 最 优 控 制 问 题 的 解 为 
UC MEC) =a, 0), RETE 6, 使 得 
m, d) = Ei; 
pirt dr, u)-s(v- dr, v), 
Sirt dv, z(r4-4d:))— NM PPG, r, u(2))dt, 
对 于 i€E ir, ertr), 3 u(t) -v, BRUCE r, 6] EXESETI 
控制 , 并且 
a(v, D=, | e(v-- dv, u) coro de, 9), 


d (5, 2) = £15; 


Br EI 
5, pef fot, w(t, v), v)dt 
+P f, TO, TOA, 
= Ty of, m(t, v), v)dt 
+S (rtr, wet ds, v)). 


BR ii 
+ 127 « 
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o« 1. [7 PG, olt, o), vjdi 
4 God, olrtdr, 9) -Sr E) 
Ar " 


令 dt 一 0, 由 上 式 得 到 
0« f*(v, E, H (EEE, fa, g, o) j E EL 
E: 43 CO) TH Ar LE A83] 
O= f(r, É, u OR CE LED, flr, £, u(2)) ) 
OS (T, £) 
unc 


as e 


smin [pe £, 2 (£808). pa, e, à) 
98 Gs. £) 
Y ov i: 
因为 08 (s, £)/0« 与 4 无 关 , 喷 以 由 上 式 得 到 
_ 886, &) 
Ov 


-f*Gs, E, un) (2908). fs, E, ur)) ) 
mini, & 94(285 2, f, E v))). 
| (D 
方程 (7) 称 为 贝尔 曼 的 动态 规划 方程 ， 由 于 在 (7) 中 出 现 求 最 
小 值 , 所 以 它 是 一 个 非 线 性 仿 微分 方程 . 


ERE EL v, 2 为 初 值 的 控制 问题 ,去 一 Y， JEDE TRES) JH 
函数 应 取 值 0, 即 


Sz, $1) —0, (8) 
这 是 (7 HHRH. 
让 当 捐 出 的 是, 在 下 述 推 导 中 ， 我 们 假设 了 S(*, *) 的 一 阶 连 
«128 « 
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续 可 微 性 . 

二 ”从 动态 规划 方程 推导 最 大 值 原理 

关于 最 大 值 原 玛 的 严格 证 明 , 将 在 第 四 章 进 行 .现在 在 S(:,*) 
两 阶 连 续 可 徽 的 条 件 下 , 由 动态 规划 方程 来 推导 最 天 值 原理 . 

Bula) =el, uw) 是 以 (to, 20) 为 初 值 的 最 优 控制 问 
是 的 解 , 那 末 它 也 是 以 C, o) Zr gp fe epe uode ml S] RBS, EH 
(7) 得 到 


DIGEONTOYES 88, D, JG, aC), uY 
- min | f°, aqe) o) + (286.202)... fa, a, DY. 


HB | | 
dro = x p=- 288,200). pcs, 2, tc, f (93) 
那 未 由 上 趟 得 到 


o f^ (6, $0), «(00 TAD DD, F0, 20), u0))» 

- max {pof G, eG), v) c GbCO, fü, (0), vot. 

(10) 
这 或 是 $ 工 里 最 天 值 条 和 件 . 

Ja FEHER: (3E e 3 1 AoE A 
出 好) 推出 

pte) _ -| ASG, mA) 

di e£ Ou! 


TS OS 200). Pb aG), u () b, 
= 2, 5, 9). .. (it) 

对 (5 o) ER x R", iE 

gQ, = f*Q, o, u) (EED, ft, m u(0))) 
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OS, xc) 
T À»POo 


EH cec RESE O Du 
0 git, c(t)) 
ex 
Gf (5, ra), u(D) , 4 8S(t, wE AF, wl, u(D) 
E *tÉC AS "ASI 


j=l | 


+ £80,200) pa. (p, uq) 4280, 200 


把 上 式 代 入 (11), 得 到 
ARO APCE 20), (0). 3 Bf, 20, OD). 和 人)， 


J 


Jul 
(6—1, 2, =, 9), 
RI 


du) (qs 9(D, wu) _ Of(t, 200, u) 
di 人 "àv p9. 


它 就 是 $1 RERNA, 
因此 , 当 SC, 2 — Br nf ES, 最 大 信和 原理 是 成 立 的 ， 
又 因为 (8) 成 立 , 所 以 


9S Cr, 24) = 
ar 7 


TR 3$ C 30 (0, 我 们 从 上 式 推 出 
ifo uta, Ti, MCE) a QR, J (ts, Ti; u(11))» 

-— OS (t, $4) -0 

EET OE " 


这 就 是 $1 中 关于 确定 下 的 方程 成 立 ， 
记 
JC, Vp, v, v) — bo J" C, m, 9) Gb, fH, o, v)», 
RMA 
Ha, pE), s, v2) e max JE, P, 2(0, 9), 


. 10 * 
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SUC, pi), sD, uid) —0, 


dy ^ 82€, pH, e, u) 
d ea ' 
近年 来 , 人 们 对 动态 规划 方程 解 的 概念 行 了 研究 ,提出 了 方 
程 们 的 粘性 解 的 理论 ， 
3 HH 
1 对 于 系统 
dr dy 


prg =y, dt ut, LE | el, 


试 求 出 把 点 储 , PES (0, 0» 的 时 间 最 优 控 制 疝 题 的 值 证 数 SQ, E, m. 
并 指出 Ser, £, m)—8(90, £, 办， 并 且 它 在 y —2£0 LEE n] P 
EN. i E 
20 试 推导 时 间 最 优 控制 问题 的 值 函数 T(E) 所 适合 的 动态 规划 方程 . 
3 设 @c Rn 是 给 定 的 目标 举 ， 试 用 动态 规划 方法 讨论 sr 0) EQ 的 
最 优 控 制 问题 。 导出 动态 规划 方程 和 最 大 值 原理 (假定 值 兽 数 是 充分 光滑 
的 ); 并 导出 最 优 轨 线 eC) 的 终点 zh) € Q 所 满足 的 条 件 . 


$3 有 最大 值 原理 与 三 烘 变 分 学 


我 们 知道 ,最 优 控制 问题 是 讨论 泛 函 极 值 的 , 它 本 质 上 是 变 分 
学 所 讨论 的 问题 . | 

我 们 要 指出 ， 从 最 大 值 原理 能 推出 古 奥 变 分 学 中 的 一 切 必 要 
条 件 ， 并 指出 ， 最 优 控制 问题 是 古典 变 分 学 中 的 拉 格 前日 (J. 工 . 
Lagrange) 问题 的 推广 ; 当 控制 区 域 本 是 R^ 中 开 集 时 , 它们 是 等 
价 的 ， 但 是 ， 在 最 优 控 制 问 题 中 ,如 ER 中 的 任 一 集合 (特别 包 
括 U 是 有 界 闭 集 的 情形 ), 这 时 最 大 值 原 理 是 适用 的 , 但 古典 变 分 
学 的 方法 发 生 了 困难 . 

一 ， 变 分 学 的 基本 问题 

设 4 一 2(*): [to, aOR 是 连续 且 逐 段 有 连续 导数 的 ， 就 称 
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曲线 n—-00 AARNA. 

对 于 给 定 的 Go m) CRx A GO, z) CRx R", ds 

Tt) Szo, wtr) =T 

SA TER RREA Qo, mo) M, m1). 

Hrag 

IEO -elc tE o &]. 

HIE Et W E E Go) 一 wo, w) 一 wm 的 x(-) 的 全 体 ， 称 为 曲线 
wC.) 的 5- 邻 域 . 

没 GcE EIR, fi ko t] x GxRPR JS I, 
c, NEG, Xj T XEBOUGW BJ vC): Do, 6]-0, 25 S ER 


J (a) -| fht zl, Ar yg. (1) 


变 分 学 问题 在 连结 点 (fe, c9) 和 (n, 20 HRX W d £8 
z()By 6-Spd rb, S3 dx ferc BS CL) BUR ER HE ES, 
WIR s=) 使 泛 男 (达到 松 小 值 ,就 称 它 是 恋人 务 学 问题 的 


BMR. 
变 分 学 的 基本 问题 是 求 出 它 的 全 部 极 值 由 线 ， 
” 考 同 微分 方程 组 | 
auc 
| "df —u(t), (2) 
iH uG): [io, WoR 是 逐 段 连续 的 , 因而 是 有 界 可 积 的 . 
WERN | | 
& (io) = Xp, (3) 
终 值 条 件 为 
| z(h) zi, | (4) 
HERET AE TEZ EREE: 
Ju, u) = | f, 90, u (dt, ) (6) 
. J32 
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显然 , 如 果 o) oi AY [EBERT DR DE RR, 那 未 u CO eC 
必 是 最 优 控 制 问 题 OO, GG, (5, ORKE MZ, WME u) A 
zf 是 上 述 最 优 控制 问题 的 解 ， 那 末 2() 是 变 分 学 问题 (了 ) 的 
fef. . | 

HERRER e EE 3005 43 E CD) hyi (RH £x Br 38 I. 
的 必要 条 性 ， 置 

3 — ro f (f, e, v) Eb, v, 

根据 最 大 值 原理 , FE poi 和 (0 xrdó PXRITREES 73 T8 2H 


di 4 fG, wd), ult) 、 
m po SERITUR. (0) 
RA, dE E 25: IRL n P9) 9r EE UC SS d RT P, — BU DC LU AE 

R ,所 以 由 最 大 和 值 条 件 推出 

LOEO 

fiut) 

P | 

bo ef C, E u(t)) Eur (0) zx, (n 


FEE EA pose 0. CP DU, m jio — 0, 由 上 式 得 出 t=, 
与 pit lO [7 0 3827. 
BU dro — 1, CO) 


Ao. -. 9f (t, 2» AORN | (8) 
而 (7) 成 为 
"TOR SES AURI ROM (9) 
Er (8) 积分 得 到 
p) mp) e 24 209. D) as, 
由 上 式 和 {8) 得 到 
,133 ， 
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afit, z(D,u(n) | afis, mls), u(s)) 
PS DLD) eph PAs mE uie ds, 


这 里 6 水 ct 是 党 向 最 ， 如 果 注 意 到 (2) ,我 们 自 上 式 推出 


ao, SË naues HE) 
mune ccr EL 


(10) 

AERD H ANER (b. Euler) j 3£, 

当 了 和 2 二 阶 连续 可 微 时 , 由 上 式 得 到 通常 形式 的 欧 拉 方程 

aft, », SE) a a (als o, € | 

一 -一 二 -一 一 有 一 和- 
BG e 0): RR" 是 二 阶 连续 可 微 的 , 因为 
2f^ (6, (0, v (D, v) 
在 0 一 u(t) 达到 最 大 值 , 所 以 二 次 型 
5 e (t, P ZU ut) £O, 


1, jæi 


从 面 得 型 


00 de 
这 是 曲线 o (-) Ford ai N, 称 为 勤 
iERFR(A. M. Legendre) 必 要 条 性 ， 
这 样 ,我们 得 到 
定理 I 设 w(*) 是 变 分 学 问题 (1) 的 极 值 曲线 , 则 沿 着 极 值 曲 
£P a=) i d£ Euler 方程 


dn, e et), Quem. of (t, 201 z(t)) 
dt | 


Aa Legendre "m- 
SJ ey v ^ Lio 
E zig S620. 
» 1545 
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- 变 分 学 的 拉 格 朗 日 问题 
设 GCRrxRr 是 开 集 ， fis h] xGx Rn Fe 是 连续 可 向 


HJ: A: [fo 4) x Go Rx RPR 是 连续 可 微 的 ， 


TAROT t€ [fo 51, iR EH 


(to, go) € G R (ua, 的 ] € G ia x 


Xe EX GE Hl 2X 


2—z(), y-y(Q), 


(e, y) EG, 


JE " »" | 
Gio mi y n = Yo 
ad=, wh), (12) 
EI EHEH A oe yo 和 人 ,WY。， 如 果 它 还 满足 
ED -f È, c, yD, aW) =0, (13) 


—' 4 


控 格 朗 日 问题 ORINJILÓRTE (2) RID ZZ FER (E32 AAE Ua 


£2. 使 得 泛 范 


JG, =f a(i so. wo, EL, WW aa 


取 最 小 值 . 


使 代 力 取 最 小 值 的 容许 曲线 , 称 为 控 格 关 日 问题 的 航 值 昌 线 ， 
ADRSLA yu, 考虑 控制 过 程 


SP sy wD) Fi a3 


边 值 条 忻 仍 取 为 (12;， 置 


f, 2, y, u) h(E, m, y, FE v, y, v), uw), 


"B VERE TR DR 
JC) [^ f*G, 205, y CO, (4t. (16) 
* 130 - 
PDF 文件 使 用 "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


最 优 挫 制 问题 ”选取 逐 段 连续 的 v(.): [to, n] R", MN 
BUS (15) RE o 2 (2, v -v C) WDR R PRO), JPELEHIE 
函 (16) 取 最 小 值 . 

显然 ， 如 果 GC), y COABUEBIB HEARREN AR, uG) 一 
y), 3E u (2: [to, G4] R" EZBER, PHUC e CRI 
y《") 适 合 (15) 和 边 信条 件 (12), 它 使 泛 画 (16) 取 最 小 入， 反之 ,如 
Ru), aC) RI y CO 适合 (15) 02, WROOM EE 
(13:8 02. PAMP uC), eC y C) 是 最 优 控制 问题 的 解 ， 
BROM y CORBIS EL TELE HR cR AR 

现在 用 最 大 信 原 再来 推导 拉 格 朗 日 问题 的 极 值 曲线 所 满足 的 
必要 条 件 . 

BuC),eC f y C) BUE BER BER ER. IAEA 

A, d, m, y, u) ode, m, y, v) EM, w, y, u) 


+$ Jua ul, (17) 
3x i, 4H PY. BJ £E EB 7r 28 2H JE 
d, ^ 09 
di ar | 


_ AP, 2C, (D, ut)) 
oz 
E EOLO TONO NN 


= LEE, G, OP, 
D yl 
-È : "s M AUDA Vatt), 51, inva TE, 
(18) 
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再 注意 到 已 = 只 ", 由 最 大 值 条 件 推 期 , TE[Zo, 65] 于 几乎 处 处 成 并 


qa PEE PE, 0, vE, u) 
Qu! 


- 4, A 2 (D, TORTO), 


i-i 


十 5 9f^(t, «o, 3582, ut) ) "ORTOS 


(4-1, 2, e, m). (19) 
根据 


ft, v, y, u) — htt, e Y, f (t, T, Y u), u), 


所 以 得 到 
2 0h Of , 
eu! Qr Ow z : 
8 i ah af 8h | (j= 1, 2, m" 7) * (20) 


ET i — — — bid 


Of" Øh af h | 
^ I e H-2 d ($= 1, "t^g n). (21) 
T 


id 


A (E) = dio Oh, et), yi), (2), wu) X) 
Qa 
(i= Pe, n), 
那 末 根据 (420) . (21581 (22) , dE] (18) 成 为 
dis 
dé — 


(22) 
. y, PG aD, KO, 2(D, u) 


wo, 2 a. uw) AQ, 


a= E 
(6-1, Ay ee n"), 


. J37 ， 
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akt, a, VO, Ò, ul 


E TM 二 
di = i 
n "(4 gi N, u, 
- Pe 20, ae m) yu, 
(j= Í, 2, "tg qm), e 
T C19) 成 为 


SEM ORIONEIONETO), 
d, C) t $3 2 Ga 20, USO. aCe) 


4, 2h, n) 19] zt), Ll) =0, 
(j=, e m) . (24) 
种 Ao — ia, | 
FQ, £, y, £, y, Ao, A) 
= Ah (t, D, M, T, y) +È Ci =L T, y, 3). 
 Aoh (t, v, y, v, y) 十 < az — J (t, S, y, y)». 
那 末 | 


IFG, a, y), s(D, YG), ^o, sO) 
Bw 


^a, ht, 2(D, Le CAO PITOPPNOS 
T - 


= w(t), ($— 1, 2, "Ug Dr 
OF, at), y, e(D, yE, Yo, (0) 
Ar 
A Ph, O, yD, O, g() 
De 


NL. afa, z(0, y(), v (D) 
pà at) Qa d 
($— 1, 2, BM n 
根据 上 式 和 (23), 得 到 
^ 138 + 
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OF t, s(0, y(O, DE, y(D, ho, M) 
às | 
-f OF (s, o(s), y(, E, uM A) yo, 
fa e 
($ —1, d, 6d a), (35) 
XX HL e, 是 基数 ， | 
UBL à CoA) 和 (33) ,成 立 着 
BF, e, y (D, EE, g(D, A, XQ) 
Əy 
La, AG wG), ya), e), yG) 
y’ 
-$ MO Of" (t, C yE) 
= thapa kt, (3—1, 2, t m), 
AF (t, z(D, yE, s, y(D, Xo, A) 
Qu? 


_ 9, 20), y CO, a), YC) 
| oy —. | 


- Eus of" (t, Le y (D) 


dir, s+ : 
nos (3-1, 2, di^ m). 


所 以 得 到 | AE 
SF (t, s(D, y (D, ED, y (D, Mo, AO) 
ay! | 

z f 9F(s, ols, yÒ, wls), Ys), Aa, Ms) geo 
gy Et 


Ee 


| (3— 1, 2 dde, 7m), s (26) 
这 里 w+y REGE, 
(25) 和 (26) 写成 微分 方程 组 是 
| JD EE 
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d faF ) OF : 
— m e: E— x 1 9 "+4 fg: 
di N gai Ja“ (671, 9, -e n) 


a 2 (j=l, 2, e, m). 
TORROUNR aAA PE Hour4íidx, Wg P ApRORdAd& fn n AR, WAA vá 
c [eG P270, REE HA A220 1A (2) 157-0, EHI, 由 Ao AG) —0 
和 《22) (24) & Ao — — iio 3E B (2 —0, "E33 dé bp CO [27-0 28 
FA. 

由 此 , 我 们 证 得 : 如 果 oC) 和 4%(-) ER E EE d 
线 , 那 末 存 在 Ao 3H AC), 使得 

A5 1A (2) 1277 0, 

3b Hii A Ee Fr ERR DB FL KEAT), 

XT t, 2, 9, 4, Y, È, €, Ao, A, RATE SCR A AE (E. 
Weierstrass) d X 

E £, y, £, y, £, v,'Ào, A) | 

=F (t, s, y, £, v, Ao, A) — F(t, v, y, m, y, Ao, A) 


(27) 


2 Siaga) OF (t, v, y, a, gy. Ao, A) 
a=] i Ar" 
Y a F Í i Üj 
B Y 


Ebo-0J,9—40) RRR A EAR idR. Rue 
YO), £- f, 20), (0,0), AC) BI (OM BUE, 那 来 成 立 着 
e fü a(D, y(D, v(D) -0, gO ela 


"T 
EfG, «(D, yCD, v) —0, 


从 而 . 
Ft z(0, y(0, «iD, u(D, A, AD) 
= (t, DE), y (D, EE, u(D) 
~ — po PE, sE), yO, wt) 
(0 
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FG, e), y), £, v, Xo, AQ)) 
= Aohlt, o), yE), E, v) = pof (t, E, y (CO, v). 
所 以 | 
Et, e, y(D, wl), v(D, £, v, Xo, AG) 
fof, 2), y), ut) o f?G, e), y(C), 9) 


- 3 (Fe, 2, y (5, v) 
—-f*&, e), YE), wt) bs) 
- 3 (0° uf (E) Yitna CE) 


=E E, E, v), yE, uE) 
— 3, pE, c0), yE), v). 

根据 最 大 值 条 件 , 得 到 

E (1, e), yO, sE), y (D, E, v, Xo, MO) 0. 
这 就 基 极 全 曲线 ese), y — C BERE 4 TA ALIE 3& TROU d ECT. 
A OX. 

Edu, IE ERCALÉ LIEBE BT E BRE BH BL RA STRIS ADDS (E 
曲线 所 适 台 的 一 切 必 要 条 性 ( 欧 拉 - 控 略 朗 日 方程 组 ， 邮 尔 斯 特 拉 
斯 不 等 式 )， 即 证 明了 下 述 定理 . 

OE PEE eC), yO 是 拉 格 朗 日 变 分 学 问题 的 极 慎 明 线 ， 
那 末 存 在 和 j AAC, f PE ALTA CO [220,20 HX 

E aF, (f), yO, wt, ZO IEENOD 
dá Er" 
.. GF (t, 2(D, y(D, e(D, (D, Xo, AED 
ex : 
B i - (29) 
(22 (t, e, y GO), eO, vi, Xo, A22 ) 
dt By 


— OF (t, eO), yE), m (D, YG), 9o, (D) 


ey 
a Jdi» 
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这 里 
F(E, m, y, v, Y, Ao, A) 
一 ?人 e, y, v, y) 4, e—J (t, m, y, y». (30) 
同时 ,对 于 一 了 JG, (0), y(D, D, v€R", 成立 着 
Ext, 2(), y (D, aE), YO, £, v, No, &(0)20, — (31) 
这 里 
E(t, x, y, $, y, É, 9, Mo, X) 
=P (i, c, y, €, 9, do X) —F(t, 2, y, t, Y, Ao, A) 
-(g-a, 9. n v, T, Y, Jo, M) 
ee 
-(v—5, LAG m, Y, z, y. do, A) » (32) 
i MM H fnr igi rp, 过 值 条 性 CU pi 
lio mco, —m(h)-m, 
y(io) Vo. 
PRELE 2 UE A prp 应 补充 横 截 条 性 
OF (t, o), y), ED, Ya), 9o, ME) o, 
y 


(33) 
三 ”从 要 分 学 的 定理 2 推导 量 大 值 原理 
现在 用 变 分 学 米 讨 论 §1 的 景 优 控制 问题 . 
设 系统 的 状态 方程 为 
fü s uw, uem, (94) 
边 值 条件 为 
Tf) 0 SQ) pt, (35) 
性 能 指标 为 
JC) = [E PE, oD, uc). (38) 
n f2» 
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du 


RK ul, yl) -0, 
Jj $828 (94) W[ Ej 2 
£ — (t, e£ ze =0, (37) 
边 值 条 件 为 
wlt — zo, Tt) —0, 
38 
y (to) -- 0, ( l 
LZ PR (86) 87 
(FC, w, OD (39) 


这 样 , AERE MAAGA., (35). (96) a ED "ERI dV 
FG BH E EE (S7). (38), (39)， 根 据 定 理 2, 如 果 置 
Fli, 2, y, £, Y, No, X) 
of, z, y) +A, tf, v, y)», 
EC, v, y, &, y, Ë, 9, Xo, X) 
— Ft, 2, y, £, v, M, X) Ft, o, y, *, Y, ^o, X) 
-(£-, QF(t, m, y, z, y, Ao M 
er ' 
- (es, AF, c, y, z, Y, 9o, A ) 
ey 


那 末 存在 MU AC 满足 
Aot FACE 70, 
dAG) a AF, w, y(D) — Of(t, aE, gy) 
MU) eras f^ ( or yE) € AEN V MD, 
4 fr, aps o, y). Of, s, YE) a) -o, 
L2 P 


di ay 
sdi» 
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KC es), y) _ Of (hi, zs), "IC (44) =0, 
2 Oy 
H 
i O3É (t, ibo, Vi, $m, u) ife f? (E, m, u)d-Qp, ft, v, wu)», 
Voc — ao, di) 7402, u( D - 9C) 
那 末 由 上 式 得 到 
di) — Of"(*, wl, u(t)) afa, v), v2) 
7 Uu ADU UT 2, 


e 


QJÉ (t, bo, ib (D, m), uE) 
Qu 


=p SEH, 2 uG G, 2, uC) p) --0, 


DÆ 


EH (t, ilo, P9, e) 20. g. 


X — O«E(t s, y(D, eE), y, E, v, Ao, NO) 
— Je f? (5, e (0), 9) — a f" (5, m, w) 
—€f, s, v) -F(, «(0, u(0), M0)? 
—€v—u(t), 0» 
— 3E, po, PCE, D), ut) 
— Et, do, OO, m, v). 
EE 
At, pa, PE, DE, u (0) 
=max H(t, io, PO), wl), v). g 


HUE IB, XE U — R^ 时 ， 最 大 值 条 件 等 价 手 魏 尔 斯 特 拉 斯 不 
等 式 , 伴随 方程 相当 于 欧 拉 - 拉 格 明日 方程 . 

必须 指 册 , 93 U ETE — SR d, 最 大 值 条 件 是 成 立 的 , BERR 
斯 特 拉 斯 不 等 式 可 能 不 成 立 ， 所 以 ， 最 优 控 制 的 最 大 值 原理 推广 
了 古典 变 分 学 的 拉 格 朋 日 癌 题 的 必要 条 件 ， 
* ldt» 
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J m 
lo MORUHEUOR A PES oC 0) € Q 的 最 优 控制 问题 的 最 大 值 原 吾 讨 论 
拉客 朗 日 变 分 阿 题 在 约束 条 件 
TD fe za», wo, MEO), 


dt 
S(ij)—Xo, TCL) =E 
y Clo) — ga 
EE 
" 
的 被 小 值 。 


$4 线性 系统 的 二 次 最 优 控制 问题 
设 系统 的 状态 方程 为 
AW AaB), 
È 
w Cfo) = Zo, | Q 
HPA: [s HSR ARDEN, BCO): io 5])9R"m E YF 
JrRUBUS, uC): [fo, 6] R7 是 平方 可 积 的 ,woE 民 "是 给 定 的 . 
根据 第 一 章 $ 5, WFC) EL 6 R2, JEAN 
(1o, 2o) NEHERA m) m, 的 在 [io &] EFE. | 
LPU [t &ü]-R"^ Wi R2: [o t) R7" 是 连续 
的 ,并且 | 
QTE) -Q(07»0, 
R* (£) =R 0, 
即 @ 是 非 负 定 的 , R 是 正定 的 、 再 设 QER” 是 非 负 定 的 对 称 抵 
73 
对 于 uG) € Z6, 51; R7), ER T CIE ER 
n J48 >» 
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JG) 7 1- 800, 28)» 


+i KOOL ORTONA LOHOR ON 
(2) 
£X YE SR ACER] RRR T9 [0] BE. RAAR e UR 


等 式 
JQ OG) «JJ QC) 


XP v0) € Ito, 5]; ROAD, OERE 

定理 1 线性 系统 的 二 次 最 优 控制 问题 的 解 w(,) 是 在 在 唯一 
的 . 

它 欧 证 明 类 似 定理 IT-7-1, 请 读者 完成 . 

定理 uC) Mool, u) 是 线性 系统 二 次 最 优 控 制 
|) 88 00 f, WREE POEA 

S6 L— AUG) -Q()2 (0), 
bitu) = —Quetto, = 
使 得 最 优 控制 w(`) 满足 关系 | 
u(£) 一 -R3G) Bw. ' (4) 

证 ”读者 可 以 用 第 二 EST 的 方法 进行 现在 ， 利用 最 大 信 
原理 来 证 明 它 . 

首先 , 形 如 ( 允 的 泛 落 不 是 $ 工 所 讨论 的 性 能 指标 ， 因 此 我 们 
利用 | | mE 

Qr (6), a5» S -E 49:9), oC Yt Quas, a 


2 Quo, o? 
+ | «(A7 (0Q.-- QA Q))a (0, e dE - 


o3 J| OP Ge, (2t, 


* 146 e 
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ie Ob 


JF) =E SE, 900, (Dd Qro, 09/2, 
其 中 


fi,» i = I« [RE F.A" (OQ: -QLA CO ]o, 2» 
T (00,2, u» + 二 《CB (Du, up. 


根据 最 大 值 原 理 , FE pos OH p^) 适合 
go | p) |7-0 


apl 2S9X'(t, m, p(D, e (D, u(t)) 
dí Qa 
=- poi GOTA OUT QuA COD TD + BD uw Q1 
-A (Opto, | (5) 
p) 一 小 (6) 


p. 23, po, PÒ, (0; (2) 
Ju 


=B (Op O Qel + Re pe — (7) 
Tn po-—0, MEA AG) E p(2) —0, E 5i pit Mp p 
之 0 蔬 盾 ,所 以 pos50, EC poc —1. 


由 人 7) 得 到 
|, B')0(9-Qas(5)- Ru(t) -0,. 
而 方程 组 (8 成 为 | 
LPO —. (QHO A (DOT QA ABOU) 
—— € 
— BQ-RBu-0, | (8) 
ILO dp). g, EO — QG)a() — ATQ), 


p^ 
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hito = Qu). 
它 就 是 (4) 3003), B 
定理 8 € PO): [to, Al SR MERFI 


-PO —Q(2) -- AT (0 P) 3- P(OOAQ) 


— PO) BOO R1) P), (9) 
Pi =Q, 
XB a ek FE RACO RR Do d RT EAE wt*) 和 2 一 4， 只 适合 
关系 式 
u= -R HBP GOs G). (10) 


证 因为 最 优 控 制 的 和 解 4(:) BARRAU, HA 
uH eR OB Os. 
Tad COR eCO33 6 OGOHTIOD , Bp EI 
EX — A(Da (D + BD R^ (OB (4), 


" B SROs — AT (Dub(2), 


di) — — Qux), Dio) = To. 
Ki 


ZU) -P(OsQ 
eQnae(t) — ATOPE 20 HO t+ PID AC 


4PQ)BG)ROQ)B'Q. 
利用 (人 ) 和 上 上 式 , 得 到 | 
Are PO 
e — AT (9 t PO BO RI BIO) Y Gb (9 +P OG), 


恒基 dota) HPGe) — 0, 
所 以 , MARCAS E E R HE — FE EU £891 
« 148 
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PO HPOH 0 
在 [fo 纠 ERY, BD - PO). WERA OREA 


(10). | 
Ash (10) 表明, 最 优 控制 是 状态 的 线性 函数 ， 我 们 称 它 为 时 
优 线性 反馈 调节 器 。 
5] d 
1 证明 定理 1 


2 MARCE gT 的 方法 和 证 明定 于 了 
8 利用 第 二 章 4 7 的 方法 证 明和 定理 业 


. 149* 
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第 四 章 ”最 大 值 原 理 的 证 明 


$1 3l H 
最 大 值 原 理 在 最 优 控制 理论 . 变 分 学 中 的 重要 地 位 ,已 从 第 兰 
音 看 出 了 .在 那里 , 我 们 就 线性 系统 的 时 间 最 优 控制 问题 、. 恋 分 学 
中 拉 烙 朗 日 癌 题 以 及 线性 系统 二 次 最 优 控制 问题 的 必要 条 件 的 推 
T 指出 从 最 大 佳 原 理 可 以 推出 上 述 种 种 问题 的 一 切 必 要 条 件 ， 
本 章 给 出 最 大 值 原理 的 严格 证 明 ， 
设 受 控 系 统 的 状态 方程 为 
-一 六 二 «(D, uO), (2 
其 中 P A 
1° XP T æ, OCRE, JCO, s, wt[£e, AJR" J& u[ $8 
的 ; 
2" RET G, vw) €RXR", fE, «, u): RR" 是 连续 可 微 
的 ; 
3? 对 于 G, e) ER X Rh, fü, m, :Rn_yRe 是 连续 的 
设 s= (a, gf, e, WETER”, w= (ul, i.e u")TcR^ mn 
f- Q^, f, foren, MR D. 是 下 而 抵 阵 的 记号 : 
ef əf . ef 
c! 


Qs! e 
er ef .. efr 
er" Ox Oz" j, 
ef: of? , of" | 
eo" Qu^ l Qa 


* 150 « 
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XU U 是 Re 中 给 定 的 集 , 它 表 征 对 控制 器 的 限制 , 称 为 系统 
的 控制 区 域 。 如 果 ul): io R" 是 有 界 可 积 HS, 3f HE 
[fe, 打上 几乎 处 处 成 立 着 u (5) ECU, REBR (TE [to 4] 上 十 系统 
(D 的 容 计 控制 ， 记 为 
u(*) CU. 
B (fo, a) CRX R* BI (A, e) CRX Re AE, 
对 于 ul) EU oa, 7i B (0 V Go, ao) 为 初 值 的 解 记 为 (2) — 


wi, wu), Ef 
TED zs f, a), wO), 
a (hs) =z, 
x a(i =rot | fls, 2G), u(9)ds. 
如 果 2(*) 在 [to, 雪上 有 意义 ,并且 / 
p(1) = ta, (2) 


我 们 就 称 控制 作用 (O RADARE wo (或 初 什 (fo, 29)) Xt 
移 到 状态 w (9 2€ Ht (45, 21)). 
再 设 fU RXxRUCOR"OR 满足 类似 的 条 外 1 1?. 2? 和 3 ,这 


里 
am (om am. amy 
or Qo Oa Qu^ 
对 于 把 系统 (从 状态 to 迁移 到 状态 vi 的 容许 控制 wu('), 考 
虑 积分 


WOOO i |) 


它 是 容许 控制 wu) 的 泛 函 , 称 为 系统 的 性 能 指标 , 1829. J QuC- 2). 
最 优 控 制 问题 ”选取 把 系统 (了 D 从 状态 加 迁移 到 状态 为 的 
容许 控制 "EU, 使 得 


à T51 
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CALLES), 

=inf{ (vC) ) |e v) = gp, c(t, 0) m, EUa. 

(4) 

这 里 假定 (to, mo) fU (GG, c) 是 给 定 的 . 

为 使 所 讨论 的 最 优 控 制 问 题 能 包含 时 间 最 优 控制 问题 ， 还 需 
讨论 三 不 辐 定 的 控制 问题 ， 即 假设 (io, 2o) C Rx RA o1 € E 给 
AE, 而 要 求 九 是 使 得 (2 成 立 的 时 刻 。. 这 时， 对 于 不 辐 的 容许 并 制 
v(*) EU a, f: (2) BR SE US EST Z8] t SERE JA E ERI. | 

Mp fom, a PEER, J'Qu()) 一 太一 to RARA CO AARS 
到 到 状态 经 所 需 的 时 间 , 问题 就 是 时 间 最 优 控制 问题 . 

如 果 容 许 控制 wk") 3E IRSE CD. 内 状态 mo 迁移 到 状态 21, 并且 


HERRA (H, WP ul) Ae) =a, wu) 为 最 优 控制 问题 的 
R Rul 为 最 优 控制 , 4a(*) 为 最 优 轨 组， 最 优 控 制 理论 的 重要 


内 容 之 一 是 , 给 出 最 优 控制 C) 和 最 优 扫 线 nC) 所 适合 的 条 件 . 
最 大 值 原理 正 是 回答 这 一 问题 的 . 
最 大 值 原理 eC) Mosel, u) 是 最 优 控制 问题 (4 
的 解 , 那 末 存在 jos0 A pCO 
p+ (D1:>0, 
po SEC, AC, WD) HC, 2D, uD) yen, 


(5) 
Jf BECK f8 AR Y 
Pf G, cH, uE tO, fF, c0), uY 
—max**" fi, f?(£, zt, v) A, F e, 0) >} 
| (6) 
TE [2o, Ed EJLER MOL, 
x Rex Rx RR sg S J& 
. 162 ， 
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wt L AI 


SÉ, p, m, u) rof (5, m, u) or Gb, fF, m, uw, 
称 为 最 优 控制 问题 的 哈密 顿 函 数 ， 
XX BT, XP EZR CL) f (5) 可 写 为 
dælt) — OHE, d OD, s, u) 
uH mE Cb e 


déG) | 03, 4), e (D, u 
di An . 


T 3 Ac [B A FE COD RON 
H, VO), 200, u 0) 
-max HG, P), eE), v). - 


如 果 补 充 引 进 20 (2, 适合 
TAD f*(, a (E), u(1)), a* o) =0, 


Hk ol) = | FC, ORTO 
ea 
| 2 P ds 
> (5) ey »-()) 
HU 
IEW — fü, a, uH), (7) 


Æ (to) =æ) , 


Fi + 
se (799) 
因此 ， 最 优 控 制 问题 等 价 于 要 求 ， 方 程 组 (站 以 (to m0 S HN 
解 , 满足 
sh) —m, 


FH «() 的 第 9 Ap 2 (5) 取 最 小 值 . 
* 155^ 
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本 章 还 将 讨论 最 优 控制 问题 的 种 种 推广 。 


$2 9,.2X By 25 Zr 


E ul) cU, 系统 
TSC, w, ulë) (1) 


以 (to，2o) 为 初 值 的 解 an m (2) m C, u) fe Uo, 55] EFE. 

XT — v0) EUa SUITASBE R 5871 REEL (1) EA Go, €o) 为 初 
值 的 解 æC, v)tRTE[SS, HEFE. 但 是 ， 我 们 要 设法 根据 vC) 
和 &)， 来 构造 等 许 控 制 如 人 )， 使 得 它 所 相应 的 解 wC, wd 
Ko Wl 上行 在 . 

为 此 , 我 们 考察 

Fato (0 £C, 202, «C, 

EE [to d ERR. 

根据 定理 I-1-4, 对 于 67-0, 存在 可 测 集 E,C [4o, 51, t48 

HE) =e (fi — 19), 


e | is, 26), 2C) -fCs, 26), u())ds 
- | UG x o) -F (s, a(s), u(s))}ds 
Een Its. f] 
ty, (2) 
IY C) Ec a". 


NEP ONETIA 
i Dl 1€ Eto, NB, 


UK vC) EUa, OVIH 
| {fs, a(s), 2s)) FG, o (9, vs))}ds 


. 154 * 
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e [ GG, 8C, v) «f, 2C), u())) doy (D. 
(3) 
设 a*(-) 一 w(., zx) 适合 
| w(t) = ame | FC, a(s), vt ())s, 
那 来 因为 对 于 +t€ [to, ^) Hr e CRI" 成 立 着 
lim | fs, v, ww (ds f Fis, m, u(s) ds, 


根据 定理 工 生 1 24 8220 TE AA SE, nt C 4E Do, EAE, 2E H. 


lim w(t) =æ (ë) | (4) 
在 [to, ^0 E — SE E 
进而 , 我 们 有 下 述 定理 . 
定理 1 成 立 着 关系 式 | 
ac (5) — ac H -A aae (0) -- m, (5) 


其 中 
ley 1 —o(e), 
而 5%《*) 适 合 变 分 方程 组 
d aft, »(D, u(5) Y. 
a o-( onm Eye) 


TÉ, 20), oE) - fü, 200, u, (6) 
64 (14) = D. 
证 EE 如 (和 s hEN RH 


w° (t) =wot| fis, a*(s), wes) yds, 
"TO =æ f fc zo) uade 
所 以 yO) TL Got0)7-20)3 
e 155 Á- 
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EA 
y'( -三 | Uf (s, a^ (5), u'(s)) fs, o(s), w (s))}ds 
tJ, s G0, (0) fs, 2 (9), ul) )}ds 


n 
-| ji of (s, ACE) Er) —m(s), u'(s)) 
bjoE à å ag — — — 
+f, 
ESTON (D 
g 
Ef, 5], yE Rr 时 , 成 立 荐 


y” (s)dvrds 


j= 
(fs, oC), oD) —f(s, wls), u(s))1ds 


n ri à a A 
f. Ifi Le 240) a), D) PN 


-| Er Of (s, z(s) rx) E69), u(2)) asy! de 


— | 去 Of (s, v (s) eG Qo 2), a (s) ) doy! ds 


Een {to,t] 7 
+ | >f afa, sD) teles) — el), vs)) dry ds. . 


34 6-0, 上 式 的 极限 是 


7! af 8, Ji 
| 本 4 zo, u(s)) y! ds 


_{ /af(s, v(S), u(s) NT 
NN ec ns ) yas, 
根据 定理 1-4-1, 由 关系 式 (O. 极限 
lim g'(*) —6%(.) 
存在 ,并且 0m (-) i 


» T5 a 
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+f fes, «(9), v) —f(s, (s), u(s))$ds. 


Bp Sæ) 适合 关系 (6) 
V Jt. &*(-) —&(-)--sóm(*) rote). E 
id 
W = {æ | æ= sæ td, sz0, of ED。 
ER? W 是 R"? 中 的 上 是 锥 , 
证 ”根据 定理 11-6-1, 集 
R) = («1o = æ (5), vo) EUa 
是 凸 集 ， 从 而 W hy 图 


>] 题 


i FRAUD, ix x—a(., 号 是 对 应 于 uç) € Ua BL (1o, x0) ZA 
值 的 解 WE 2120, 43250, 5, 1,20, Artha t HEAR, vC EUa G= 
1l 2,7, m). WE: 存在 容许 控制 如 (加 EUa WERA (了 ) 相应 于 
wC, WDA Co vo EHE AE =O) ew wo, AE 
at(-) ox C) eB. C) +02), 


2 


这 里 Sxx《*) 通 合 
a», -| (21260. O 
tf UG, 2G), eG) 4 20, uG)) Hs, 
HEIC) XT OA BERR, 


$3 最 大 值 原理 的 证 明 


一 ”终端 自由 的 情形 
首先 讨论 
ct) ER 
即 终 端 无 约束 的 情形 ， 


e 157 * 
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根据 定理 2-1, 我 们 有 
J (Qf) -J (u(*))--s NOx OE ut) 5s (f) dt 


+s PG, sE, oY -FOG wE, uE 
+ole). (1) 
因为 &(.) ERR oG) 自由 , 所 以 
TC) Qi), 
从 而 由 人) 得 到 
EFE, wt), wt) ~ 
p Get) Mi 


«f. U^ (s, w), OE) —f? (s, ws), ule) hds., 


[e 
设 由 (*) 适 合 
db) af G, x), ub) FE, e, u) d, 
di àv ea (8) 
Pa) — 0, 


而 ös) 适合 
dòsi)  f/Of( c, wu) WV. 
dio. (Uf etos Y sao 


Vf, a(2), e(0) —fG, sG), uQ), (4) 
ri =Ü, 


RARE S D 公式 (13), 推 知 (2) 的 第 一 项 等 寺 
-f AE), SE, w, v5) —f; e, ud, 
所 以 由 (2) 得 到 
LE Ct, w), utt)) cc Gb), FE, wE), va | 


« [58 
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>| G, e, e HFG), FE, 2(0, (0254. 
| Mr (5) 
现 从 (56) 来 推导 最 大 值 条 件 ， 设 ET JeH EM, CIR 
- PC, 20, u() 00, £C, 9 (2, «(002 

Rb PO, 2 (0, C), FC, 9C), 5 
BIE PL A0, X (C) EUs 适合 ! 

fu |s- i| k, 

| T "iato. 其 余 ， 

SK (5) 得 到 


全 PG, 2), EEO, f, ele), wl)) Yds 


>|， (7-46, m, ub 5D, f, wa), WY}. 
在 上 式 两 端 除 以 2A, 并 令 A0, 得 到 “ 
i -J*, wm), u(2) TED, fF, 20), u) 
feu), f, wD, o. 
由 于 勒 员 格 点 在 [zi t0 是 满 测 度 的 , 所 以 上 式 在 [如 , 41 EULSE 
处 处 成 立 的 。 在 中 取 可 数 多 个 点 fw}, 它们 在 -0 中 稠密 ， 从 而 
EAT ux CU kel, 2, …) 在 [io， t] EJLSEA Ab IRE. 
因此 , 最 大 值 条 件 | 
一 六 全 eE, «(00 QD, FG, oP, u 
-max {~f (t, oG), DAO, FE, «(), 9)». 


在 [to, 雪上 斤 乎 处 处 成 立 ， 
我 们 指出 . 在 v0) ER" 时 ， 
im, 
b (5) 一 心 ， 


其 中 和 = _ 工 称 为 正则 性 条 件 ; D) 一 0 HORUM AL 
«155 s 
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二 ”最 优 值 函 数 具 李 普 希 获 条 件 的 情形 
为 了 强调 最 优 控制 问题 对 终端 状态 z1 的 依赖 关系 , 我 们 记 
V (2i) — inf(J (v(*5) |z(fo, VY = vo, 
siti, V) =a, VE) CU, | 
'* 30H] 17 S HO] BTE HR Ros DR HC, RRV CO D RIGHE 
控制 问题 的 值 函 数 ， 这 里 , 我 们 视 mo 为 固定 的 ,wm 是 给 定 的 . :对 
不 同 的 问题 , x1 是 不 同 的 . 
在 第 三 章 讨论 动态 规划 方程 时 ， 是 息 定 o E, 考虑 最 优 控 
制 问题 的 最 小 值 对 初始 状态 的 依赖 关系 ， 并 且 ， ARAA US — Br 
连续 可 微 时 推导 了 最 大 值 原理 . 但 是 , 一般 说 来 8S 不 具有 连续 偏 
导数 . 
现在 假设 上) 是 满足 局 部 李 普 希 葬 +{ 且 . Dipsehitz) 条 什 ， 即 
存在 并 >0 和 8>0, 使得; 25 1s — an E «59 时 
IV(zo—Viszo|«AM!z — mh. (6) 
我 们 将 在 条 件 CO) 成 立时 来 证 明 最 大 值 原理 ，. 
BE @《。，…) 是 齐 次 微分 方程 组 , | 
Eo - (2t. 26 a0), «ay, "o 


的 转移 振 阵 ， "— ) WA mE 
de(t) - | DE, DASE, (9, 28)) Gs, e), u(0))ds. 
如 果 容许 控制 w(.) 使 得 


85 (£4) — 0, 
iata 
jJ, 96, DG wl), (0) —G, «CD, v())4t—0, 
(7) 
PREF 0 7 0 wG2-mco(), 
* 160 + 
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55 CO) TERI 
J (a () -J lul- DEIN (af'&. «(D, «c Br Ydi 


ee [^ (96, E), oC) C, 0), u (YE 
-oley 
>P (e1+0(8)) >V (21) +08) 
=J (u( ))-ro(a). 
H3 35453 31 PS X (2), ARREA (5). 
设 
b, v) 2C, O, v») -f*G, LD, WD) — 
cO, FC, 20), u(0) JF, 20D, o> 
PERMET TREM. 
定理 1 Hu) 和 w(") 是 最 优 控 制 问题 的 解 ， 并 且 值 亢 数 
VOY 基 局 部 李 普 希 茨 的 ， 那 末 uQ0 dundb FEER E ROEE BRA 
的 解 , 即 在 线性 状态 方程 | 


ED Ca, DISE, 20), vO) fs, ob, «(00 
e) m0, (1) =0, 
vL CU. 
下 , 它 使 泛 函 
io( 7 一 | °C v(£y)di, 

达到 最 小 值 0, 并 且 

Jii) mT OC [o() € Uus, aio) mn (3) =0} 

| xD. 

现 根据 该 定理 来 推导 最 大 值 原 再， 

由 定理 IT-8-3, 存在 No<0 dn AC Re, 使 得 

Q, DE, DITE, v), v) - FQ, o (0, wl) 

. 161 - 
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-- Ab? (E, e(t) 
| enax(QA Pa, DU Q, e, v) —F, 20), u(0)))2 
O HAD G, v), 
即 | | 
Ao f^ (6, m, utt) | 
TAG) HT, 22, f, sE), «(2)» 
—max(Aef^Q, m(,9) | 
OA) 4-97 (5, 0X, f, c(t), 2)» 
在 [to, 54] E JG SE RE ER ERE, : P 
N PE = ) T 97 (5, JA 
3p 3k | EN 
dóQ) | 4 8f'(6, wt), uQ)) ai, s), uvCO) 
3 Ao | t i | | Qs g a, 


"IPSE 
并且 
WSE, (E), u() FB), f, e, uY 
-max of oC, a), v) 1-40, FE, 200,51, 


JE [te 5] EJL EAE AP MO, 
O RR S UERURCY C) 具有 局 部 李 普 希 获 条 件 时 ， 最 天 值 原理 
m. 

TE UE n 564 DESI, 8 — RIUHOR EIE SE PETERR. 

三 ”一 般 情形 | | 
3381 uC) MoC) =el, u) 是 最 优 控制 问题 的 解 ， 工 
EPHE | | 

c0, m-0, 
MRL REENE W WR, 
" 162 > 
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e, Čs, EE Cn 
是 号 荆 TESEH AA TEZE K AE DA P ER. 


nin ， 
g=; 0) EE (gr<0) . 


是 W 的 内 点 ,我们 将 证 明 , w{) 不 是 最 优 的 . 
图 P-{ $<, edeslw EW, ^ — un | 


因为 了 是 BP, 并 且 gE 五 Bibl «a, ek= 0(j- 1,9), 
ATTO ED e, es, …, 6 EI n a REAR P AA: 这 时 
在 卫 中 存在 Di, P» Pais RU UO 为 顶点 的 单纯 形 召 含有 
0 RAS, BEE ， 
EW (s'-g9*, 

使 得 SE 

-一 AG e»€& (5-1, 2, *-, nd 1). 


TUR x! EW, FE uj(*) EUs, 使 得 
c Gh, ad) =w (5) + esi toe). 
从 而 ,对 于 吾 中 的 点 


p= Pp, ^ pO, Ayei-1, 
FEU, p) CU, 使 得 
, & (55, u^ (- DE E 
RZCQe BORA UE. d 
C Jai Sc, VC. P) e) ee 
9 O«ca«c a Bj, EEEH, 并且 
T(p, 2) = Em Dit eere o(1) 


a 183» 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


= Sempre) =p +01) 
因此 ,不 等 式 | E 
Vp, 8) - pl o0) « [ p! 
XL pcoB(CB 83i) mI O86 成 立 . 

从 而 由 T(p, =p—T(p, e): E 
决定 的 T, 2):Bo Rn, BERR, AEA cece B, T C», e)s 
B-B. 根据 布 劳 维尔 (L. E, Jj. Pon) T8 RARE XH iid 
3), 存在 po B, 1519. 


T (fe, e) = Po, 
Hy TE Do, 8) —0. | 
从 而 QN (Rh, w(*, po) — w(t), e» =0 
(i= 1, 2, =, m). 
所 以 &(u, w(*, Do)) — e) 0, 
3t B. | . 
"ICA p)) 72^ (4) He S ei4*--o(a) 
= (4) -- eg? -o(8), 
Bin o Ci vC, Po) «e (8), 


e(t, u'(*, Po) 7265) ST | 

ES uC) 的 最 优 性 了 矛盾 . | 

两 政工 上 的 点 不 能 是 下 的 内 点。 O 

最 大 值 原理 的 证 明 | 

E uC) Ris(-) -2C, u) 是 最 优 控制 问题 的 解 "TER. 
1, LPEE V 的 内 部 ,0 JE L3 W 的 公共 顶点， Mum 
的 分 离 性 定理 I1-2-8, 存在 | 
mr V^ — Go, d J40, 
. {84 » 
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, Cy", wo -0 
把 WW 和 工分 在 两 位, 即 | | 
OQ, x» «0 (8) 
对 于 EF 成 六 ;而 | 
Qi, c»0 
对 于 mE 五 成 立 ， 
因为 (一 二 00 ELI, 所 以 由 上 式 得 到 
| EUR 
对 于 w(') EUa 由 方程 组 
den (r E (ae. OR ue) Bw Ct ) 


+ e), v0) —f*(, 2(0, v), — (9) 
4 0 dàs(D) (Of, m, CO) V 
O A (A au ty Pon 


4, 2(0, (0) —F, s), uG), 


82? (£5) —0, 
Bo (49) — 0 
决定 的 Oe) EW, BEDA 4839] — u 
' | < Sæ aE . ^ (Q1 
iw) 是 伴随 方程 
2 A 0, 
— ü i a : l i 
SE E af" (t, z9, u afie, OT wu ()) "TO 
的 解 ,适合 条 件 
i 网 (一 办 
5 那 末 根据 第 一 章 85 A503), 成 立 着 


QD, 8a (4)» — Ob o), Ox» 
* 1667 
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- ^ «aco, f, «€, OSG, os), uw)». 
注意 到 Be) =0, 由 (10) 及 上 式 得 到 
Ge 20D, v) ft, «GO, w()»disc0, 
Ep | | 
[rst G, DO, o), dea |" 2G, 0D, (D, u0)dt 
| | (11) 
XPT v0 €U RE, 
(全 是 积分 型 的 最 大 值 原理 . | 
由 不 等 式 《1 了 ) 容 易 推出 ,最 大 值 条 件 
lt, WE), e), A) 一 max HG, PO, wl), v) 
mE | (125 
在 [t,t 上 几乎 处 处 成 立 、 请 读者 自行 完成 , | 


3 8 


1 利用 积分 型 的 最 大 舍 条 件 证 明 (I)、 
2 EW Re 中 四 锥 , 工 是 半 射线 ， 它 们 用 公共 顶点 , 上 的 点 都 不 是 
父 的 内 点 (在 胜 * 的 意义 下 ), 试 证 奉 在 超 平面 抱 它们 分 在 两 侧 ， 


$4 ETE 
设 系统 的 状态 方程 为 ， 
DE LSG, m, sh), u) EUa o [e 
Sop f U SU 的 意义 同 前 ，t RARE. 
设 QucRe 是 给 定 的 有 异 凸 闭 集 ， 本 各 可 给 定 ， 对 于 mo 
Qu, u(-) CUu, Jr E ALD) BL (o, av) 为 初 值 的 解 记 为 2(*) 一 
166 * 
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s(, wo 1). MERED, HB 
gto, Vo, 8) — te. 
如 果 一 
BERK uC) 把 系统 (办 从 ov (CQ SEES] es, RIR uC M 把 系统 
A Qo 迁移 到 状态 m. 
再 设 SUR x Rx R">R 适合 前 面 间 样 的 条 件 ， 
a" (t, To, u) -| fi, e(s, ffo, u), u(s))ds, 


现 讨论 始 端 状态 es CQ» 的 最 优 控制 问题 . | 
最 优 控制 问题 ”选取 ro E Qo I vC) CU 使 得 

mo vo, W)-- 4e, ‘w(t, fo, WY —21, 

江 且 不 等 式 . EE QE. 
g (f, To, d) «a (8, £o, 2) (2) 

对 于 zy € Qo 和 使 得 

dlio To v)— 2o v(i o, t) mm 
成 立 的 容许 控制 w(.) 都 成 立 ，， PEIENM 

满足 上述 条 件 的 mm、w(.) EC) ma, 2o, o) RARR R 
WEM, 4(*) 称 为 最 化 控 制 ,2 ORARAA S WEICHE 
KIERR d 有 时 也 称 

EC, mo, W) — (a2 oo U), Th, to, u)) 
为 最 仿 轨 线 ，wo 是 最 优 的 初始 状态 . 

BR, ME uC) 是 把 系统 (1 从 Q —M: o 
是 最 优 的 初始 状态 , WE x《:) 也 是 把 系统 (1) 从 mm 征 称 到 四 的 最 
忧 控制 问题 的 解 ， 因 此 ,x(.) Roe MEEECK BONN, GUT IS 
是 是: 最 优 的 初始 状态 om 应当 适合 怎样 的 条 件 : 这 就 是 本 节 所 要 
HERRAR, 


a 167 + 
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JHE, RNT RAM d HUS SPI RH 
变 分 , m 
设 to E Qo, uO EUes ae) zs, Tn, u) e $E. 
OX 25€ Qo, o) EUa, Wi 9p (0, zo 一 x0), w( in 81 

c Gr (*) — We, Botea, v 2. : 

可 以 用 人 工 的 方法 证 明 ; 24 670 充分 小 时 ,et Y Léo, AlE 

存在 , 并 且 
{> De g ) to), 

其 中 sC) 适合 一 r 
òa (£) = wo f Care aa (s, 29, sy Bo (de 


«fur (s, e(s), v(8) —F ls, o(s), u(s)))ds.. 
(3) 
Ha (3), 根据 定理 11-61, 可 以 证 其 : 
定理 1 QUERIES 
K (t) = (8m (2) | 8270, i EQ vC ) ED | E 
jk Pen "hs ghe. : 
— RER di, eC) aC ) ARABUM UU, AREN 


2 
L zat, gm 
不 在 K CH) BP. | 
它 的 证 明和 $2 | 理工 类 似 ， 读者 自己 完成 . 
EAS 设 wu， ul mæ ERREI, AKEE 
T )+0, 适合 | 
3h -0, wo<0， 
» 168» 
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ALL OHA, P, C), u(0)) 


Qc 
— I4 
A, (D, 20) ,u (2) = max €t, TO) z(D, v). (5 


在 [to, Hl EJLSE Ab Xb ROSE, 并且 不 等 式 


Gb), Totoo 7 577 9 

对 于 TER 成立， d SEEN NM 
EX ICE SIE A. ， .， EIIIN 
”证 HBUPGORÉgE K (GBA, WERE pA; 使 得 当 
a CK (5) di 
mE QU, RRO uv 5c (9 
M xc (7 

Q^, x»270, 
由 上 式 推 知 
] MEX S 

由 (6) 得 到 mE Ta 

gp", Sæ 1 Q( 


在 表达 式 (9) p, Mol) =z(-), 就 得 到 
Sæ = Swe [4 af Cs GOEOD ) 0 (3 ds, 


dóxm(0 /O8f(t, olt), u(D) V sry. 
Oz (io) — Ho, : ER M D 


EPO EA 
Go — 
di 70, 


dh) — aft, oC, u(D) qu 
— 07 AA AO 
Vii) 一 下， | 
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TB E SB — 3€ 8 5 公式 (13), 得 到 
Qi, xm)» = iih), om. 
ei CDU EX RR | 
Cb (t9, Sz = bo, 8m)» ^ 
79060, ads | 
EL ALS E ARTE (D) . 
EREA (3) rp, W 829 —0, v(e T EC) $18 2 — +E, 44 
DERRI AE Beo, 车 上 开平 处 处 成 立 . O i 
BRI nC EE, m1) €Q, QC RP 28 SE BETRUG ES ni [9] 
题 . 
| QR 时 , 我 们 在 8 3 的 第 一 上 中 已 正明 了 最 大 信 原 和 
BRA. 
现 考虑 Qi 为 Re 中 凸 集 的 情形 。 | E 
EIE Xu tf e € Qi 作为 初始 时 刻 和 初始 状态 ， to 利 | wo 作为 
终 问 时刻 和 终端 状态 , 那 来 它 成 为 前 面 讨论 过 的 问题 
Hul) EUa, s(., u) X tr 


alt, m, i) =at | fy ns, am, i, (ds 


4 
. 1 


jd e(t, Ei, wu) E | Fe, (ë, mi u) , u(2) ) de, 


WE m" (fe, m, u)— - pls, els- a, u), u (s) ) ds, 

最 优 控制 向 题 ”选取 wt) EUa H nE Q, 使得 
tio, £4, Ww) — to, 
并 且 不 等 式 
a9 (15, m4, u) oa (lo, Zi, v), | 

XP aE, v0) EUa, olo 21, v) oz RE, | 
这 时 , 模 裁 条 件 是 

+ IU 
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Gb), £ —2»20 
对 于 EQ mor. 
一 般 地 ， 迁移 到 Qi 的 最 优 控 制 问题 ， 有 
下 述 定 理 ， 
ERE Bul EMAA Q EA Q 的 最 优 控制 , os 
EQ 和 EQ 是 最 优 的 初始 状态 和 终端 状态 ， d ) 是 最 优 轨 线 ， 
那 末 存在 4-038 


ho 
| iQ. . 2X, HD, (D, m4 (8 
Bani a 
AG, PE), oE), uw) max A Gs, iG), e), v) 
| | (9 
在 [to, t3 E JUS AE Ib RY, 3E EUR AI I | 
<o), Yom 0 (10) 
Gb, 9 m0 (11) 
对 于 TEQ M TEQ 成 立 . ^C 


B XE TIOLLIQORITUPE S 
O WO LG, yte), (0), 
YE) = mto) =w), 
y) =0. 
因此 ， in «C. aC 3&6 0) R eGo) € Qo M Sg) €Q. X 
yi: ) -a(- ) -a (1038 f ER, JF H. y (to) € Alo — Q.. 
反之 , 设 y Ct to, t] WR Fu. 
y) =D, y(fo) 一 如一 2, 4, € Qo, 2, EQ, "E 
EE 
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HO 2g y+, (D), (9 
那 末 o( VC rz ETE REO) RT u( CU 的 解 , 并且 
gia) = To E Qo, PIEZ =u EQ. 
现 孝 虑 下 述 带 参 数 各 LL D ME CC EC j 
CU, 它 把 系统 (12) MAR d Qo— ex 迁移 到 0, 3- H. 


J(u, 2) - | PG, y(f) -m, u(ty) di (w, gj “ 


对 于 ax€Q 3048 X6 e (12) MOR E Qoi E 0 的 容许 控制 
vO) ERM. 

显然 ， 原 来 的 最 优 控 制 问 题 和 和 上述 带 参 数 的 最 优 控 制 问题 是 
A RY, 

置 


gp 人 ft a, 和 一 上 | (人 v, TD) +t, 0 (i)i 
y 2 4,0 
y= ( j Ho = ( $ 
y Yo 


SUf, ym, (E S o uL 

Ufo) -— Mo. M 

Ut rEg uke )€U Vo C Qa — 2. 和 ye 2559. Vo, U, T1) 

是 带 参数 的 最 优 控 制 问题 的 解 ， N TEQ, yo€Qo— t, vC) 

EUw， 根 据 §1 的 方法 构造 we(*), 这 里 as>0. 考虑 方程 组 (13》 

对 应 于 mt 88024 mawat E (21 — 2;) RI u*(-) fj EL Qo, Yot 85g0) = 

(fe, ot &(Uo — Yo) ^ro fü tie yO). 181—FH, WUER: 

当 6-0 ARTY C 在 [to, 雪上 存在 , 并且 | 
y'C)-y C) sg (C) t -o(2), 

其 中 aSa 

,7T78 ， 


NR 
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y (0) -8ys-- | (Ly ms Q0 Y (a, 6y (o) da 


e] GG, yO) tan v) 


~S Ce, ys) cs, u(2))) ds. | 
E ELA SUED, 


K (a) = (8g (t) [e >0, 1€ Qs, EQ- Ëu v(-) EUa} 
是 Re+i 中 的 凸 锥 . 


AASIA MI W MEW e E A DR A AE n 
KODRA. MARE tw 0 E . 
GH", SUDO, 
rn, C71, 0520. 


Am O —— «9. 
BT TORT I1 
dho | 
Ge T 


d) ^ af, y(D--a, «v(D) s 
TOC a act v) 


的 解 , 满足 条 性 
dO - wn. 
那 末 根据 第 一 章 8 扎 公式 (13) ,成立 着 
b), 89 (6)? — Gh), Bg (6)? 
-f E, FG, yte ()) 

Fi, y(G) zi, u(2)»dt 

P NCO CAUSE LUE RCM ya )e. (14) 
但 是 > s 
| co, (3I. S utt) ) sz ad 


A r5E 
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-( 2 oft, KD Em v(t)) "613 82.) 


$r 


-sa E (15) 
h (14) 和 (15) 得 到 
Q^, Bg (0) — 49), By 3-605) bo), do) 


-| eO, f, VO +o (0) 


-f (t, y (£ -m, uE) di. (18) 
:因此 , 34 82, —0, 8g,- O ET, 23 3 


{ 0, f, VO ta 00) FQ, 9) os, uY., 


IH wg) =y i .十 au 所 以 最 大 值 条 件 成 立 . 
如 采 v(*) —u(*), HA6 A Qi, Syn E 
bU, yo» — Gb (4) — bio), Suo 0, 
但 Syo = Og -- 8x4, BT EI 
Ch (o) , Bue — Ch), a> «0, 
Htm -0HB,fRER | 
OS, £9 mo» «UO, 
取 5ro 一 0 P, 得 到 | 
Lht), T — nDO, 
因此 , RERUM. 0 | EE 


J a 
1 设 系统 的 状态 方程 为 


Z uo w, Wy uw), 
# f: Ó— «€ wc€Wch, uw(teUcR", HARHA 
mS(ij)-75, SEË) =i | 


(o, SORG SDE. ERBETAS 
a 124 5 
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TUY, w= PC, a, w, «Cds, 


其 中 fuRERAxRReoe9R, 试 叙 述 最 优 控制 问题 ,给 出 轨 线 变 分 方程 , 推 
EH Jod vC, 最 优 参数 os, 最 优 轨 线 所 适合 的 必要 条 件 . 

2 试 把 上 述 最 优 控 制 问 题 变换 为 不 含 参 数 的 最 优 控 制 问题 ， 并 导 屿 上 
还 的 一 切 必 要 条 件 ， 

3 用 第 工 题 方 法 讨论 定理 生 所 讨论 的 问题 . 


$5 时 间 不 固定 的 最 优 控制 问题 . 
前 面 所 讨论 的 最 优 控制 问题 中 , 5 是 给 定 的 因而 不 能 包括 


时 间 最 优 控制 问题 ， 现 讨论 去 不 国定 的 情形 。， 
先 讨论 自治 系统 : 
Sse Oh 7 O 
vc(h)-—r, SCE) = 
utt) CU, | 
这 里 ER， moER" 和 mER" 是 给 定 的 ， 而 己 是 不 团 定 的 ; 
fiRexReoR 是 连续 的 ， 并且 SER xR SR. 是 连续 的 
UCR” 3g, Us 的 意义 同 前 ， 
LRP RRA LER RR 是 连续 的 ， 目 标 
I BS (性 能 指标 ) 为 
UCONN CORTONA (2) 
TICES l 
3E (b, 2, i) =p, u) + bp, JE, 9), 
伴随 方程 组 是 | 


Ge _ 
Wo 


* 75 * 
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dh) BEDO, LORELO B 
d Or 


Ec aP GO), JODES erc), u)) ay, 


| (8) 
定理 1 gu), (O METRAN, PORNEA 
(3) ,并 且 最 大 值 条 件 
Jp), DE), wu). max HAG), »6), «) — (0 
在 fio, sb JU Abb nior, WR: | 
MG, ot)) 一 Eap ECH), «0. DI 


在 [to, HI E fag d IC. 
”证 EEH. Aaa), ODE Do, 61 EE FOE ES A, 
妈 对 于 3E [io, 6] 和 s> 0, 存 在 57» 0, 使 得 不 等 式 
GB, emot Qi, »($)) e 
对 于 #E Tt, tl, [t7 2] «0 mr, 
束 实 上 , 根据 MG), e0) ELUD, 2), - uie U 的 
上 确 界 的 定 必 ,存在 %EEi 使 得 | | 
AAE, 20), D) mM b), m) -5 
因为 p RIESCO EEN, PEDIS v FEED, PRAES 
HOPE, eC, v) 
在 [tw HJER, 从 而 存在 DO, 使 得 不 等 式 
3 (b), aD, SEV Z0! s), ni 
XT E [to, 4], [it «9 Bor. AE 75595. 
MD. DRAP), ol), 9) . 
zd QI), v(t))-—8 
对 于 #E fio, tj, [i-5|«848x. BE oc QR CD, &(02) JE F2E IE 
» 1767 | 
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其 次 ,因为 由 € UG, BTE uC): [to, hU RARA RHY, 
从 而 | | 
P- (ulu—u(t), t€ fto, 4)} 
是 有 界 集 , 它 的 闭 包 了 是 有 界 闭 集 . 
记 mb, w) =max HC, e, v), : 
那 来 mb, 2) «sup 3 (9, c, VN z). 


根据 茶 件 (由 , 等 式 
mb, (0) - ORO, "ma 
在 [fo, &:] EJUS AEABIR SE. 
WEWER: mC), eC T€ Dto, 器 上 上 是 绝对 连续 的 
EX (2 MaC) 是 绝对 连续 的 , 所 以 看 在 Mo» 9, 使 得 
POLEM, — le(s M. 
id A= iyi el « My x ie] lsi Mj, 
它 是 Ret1xR" 中 的 有 界 闭 集 ， 因 为 SÉ Gb, c, v) CP y, c GE 
续 可 微 的 , 所 以 存在 区 >0, — E 
O ÆG, a, ud - 2E QD, o, a0 |« Kd 
XT uCP, (4, 2) EQ, " z)CQ ur, RE 
= 
demam | l 
mb, e) JC, v, uy, 
m b, a) 一 HB, a, u), 
WK -EIGA e, u) — 2f (b, z, &) 
«of b, c, uw) — 3f p, a, H) 
<Æ, 2, c) b, m, Ed, 
即 | mb, 2$) ^ m(), 2) |« Kd, 


m 


«178. 
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所 以 m, M REGES RARE. SEE C) AoC) 是 绝对 连续 
H9, ERI, mr), zw(')) 是 绝对 连续 的 . 
再 证 明 
-r PP, 05) 2i 
在 [to, Hl EJLSE- BE AE RM. 
事实 上 , 设 在 时 刻 #, FI OD RF, 从 而 
mp SEH 7200500, sG, ut). 
VFR | 
mOPG), «() m2 QE), wE), uA 
所 以 2 ^ 
mP), «($)) -mQb(D, «(00 . 
eS Ob), s), u- EE), (0), vw). — (5 
a fot Rj, H Et 除 上 式 两 端 ,并 入 1499) 
E naO, (PN, RO uH), LY 
: i E ' " OEE) N 
T" M Cl, ON, 
BER] CD a G2, ERARA 0, DAE mC), aC) 的 可 微 点 
t 处 , 成立 着 220i 
Em, 20) o 
24 <t Ri, A 6—1 除 (四 的 两 端 ,并 令 (051,09 89] 
dm lp, ZD) 0 


dt 
Bibl Pm OP Gs ott) _0 
TE [to, H) E.JLSE SE At LE 
PS JE, m GIG, eO) TED, 68] ESAE, 
最 后 , 因为 
« 73 ， 
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AE, DO mm, w) 
TE Ho, t E JLSP-AE AR, 并且 mGa, EL 5) PEA 
种 数 和 a Gb CO, e (22 & FOE REAE RS, MI a QE QD, o0) ROS 


定理 名 Hul) 和 w(*) 是 自治 系统 (二 最 优 控制 问题 的 解 ， 
那 未 存在 PCA 适合 
F3 =0, s.m, 
db —— O9 QNOD, wG), uit) | 

di | es d (6) 
使 得 " 
SD, e), uw) m QC, 20) - (7) 

d [fo à]. EJU Fak Aka, JH 
| AO, m) 5:0 Io 


FE [i H] EZPAL. 
证 RHEE H A 0E RE a 6A B E e E GJ 


最 优 控 制 问题 。 | | 
为 此 , 9i ETE EE m HI Pi drm 7 6), 讨论 系统 

Dr. foca, Ur),  a*(0)-0, 

Saw, (0-5 t(DD 自 由 ， 


Coa wg eDRm 
Ef, u, EO) =r EO) a 


E TEN RE 
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x Sb. v P GG, wu) — Pala) 
Bn), FG), u())5, 


ep -f EO, UOD om 


y l " "n n MESS 
z(r)— stot rw), 
Wi pO), PC) RI COSE RR AE 
d (D =0, 
Va(0) —0, Js (1) —0, 
因此 ,我 人 有 ， MM 
Vo (2) dio 0, a 
| | di (f) =. 
3t B. o 
Urs (1) =a (0). -H f £—wWof?(z (m), 762). ! : 
(07K, f GG), U) här, 
te v6) 2-40, OD: wy dto, (9) 


这 里 0 mE E 
dbG) — . Of'(e(D,u(D) FED, u() ; 
em is APO s) ~ el, 0) qo 

Titi 55, (8) 就 是 

f AOO, e), uC))at=0. (10) 
最 淡 值 条 件 是 " 
anpa Cr) f (x (2 , u (0) + (P CO, fx), u(v))»v 
« TS 
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~ max {wpf E, 9) ob, JE), Y»: 


这 里 一 万 一 如 >0、 把 7 换 到 诛 来 的 时 间 变 量 志 出 上 式 得 到 最 大 
信条 件 
bof (0), uv), FG, v». 
一 max {pof EG), v) Q9 (0, TEO, D. 


在 Ffo, al EJLSE AR Ab SE E. PUE 
FQ, D, (D) —. (D, sd) Q1) 

TE [to, 5] EJLUP AREE. 根据 定理 i, AAC), a(-)) TREATS 

数 ， 再 由 等 式 人 的 得 到 :在 (人 全 zw 人 的 ) 一 0 在 o, E PE 

AL. i 

再 来 讨论 非 自 治 系统 

LI 2p | 

Ju) = r8, uto, ud, 

31 ER £F 2 AEN 

^ m) €Qs sh) €Qs > 

TELER, Qo cR, QOR" 28g, Ti 6 EP BOE IBGE RD. * f, 


o 8p or em im 
p, 9 HL, 91. S5 是 连续 的 ， 


ini gba t-:, Pe NM 
ZO. 一 站 [gm 2e), ut), 


A 


d Sa 


dio  775- 


WERA MEM 
vt C Qu, Pa my . 
&(M)CQu Pl) 家 由 ， 


«481^ 
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TE 
Te) EPO, ol), AE 


He Sec ABE PEL AJ 
Hp, irtis v. guum u) | ' 
=pro f (a^ 3, e, w+ «dr, f (a^ t, ge u)2-F dnx 


伴随 方程 为 
dpo _ 
di : "P | 
dd) ap DE Gn (D, e), u(0) | 
di id Br et 


Of (a^ (1) , w, uE) 
-ATO e X09) qq, 


deir o OF (a^ (5, e(D, uE) 
db 0 9597 7 Qe 0 —— 


foro. AOPET qo) —— (12) 
DUK TEM | 
CIC) 40 一 Eo? s; O V Zo E Qos 
4G), Te YE ts, 
| : (oan -0, . (18) 
最 大 值 条 性 为 | 


HO, dui (D, 9D, a1 CO, uO) 
“max HPG), paa), D), ant 0), 9) =0, 

即 | 05 
aC, OD, x00, wu) E dra CD) 

Dir i (X, v), æli), v) + pnpa EEO, 
因此 ,根据 (2)、(13) 和 上 式 , 得 到 . 

H, PCE), S) u(5)) 

. I&s2 + 
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max 2É (i, PO), ey y) = aC) 
zii EAG ne as), uts) 4 
所 以 
max Hli, P), n" v) = — pand —9. 
REAK E n HAF. CENERE AEI SI ip Ps xm 
t. "E" 
在 上 述 推导 中 , gue 7, 27 的 连续 性 . 这 是 因为 在 上 


述 讨论 中 引进 了 tet, "md 82 2 的 方法 类 直接 讨论 下 HR 
统 的 最 优 控制 问题 ,了 和? 关于 变量 的 连续 性 、 可 微 性 的 要 求 可 
以 减弱 为 勒 贝 格 可 积 性 .请 读者 自行 完成 . | 


l 3j Ei | 
1 利用 8 1,§2 的 方法 直接 讨论 最 优 控 制 癌 题 : RRA 
2 =F, «KD, uG), uU, 


边 值 条 件 为 
F =T  sü)—m, 
其 中 加 so H m ES, 8 DME, VERETREROS. 
T) [ f, 20), «0t 

(PRU 适合 引言 中 所 述 的 条 件 . 

2 试 带 时 间 固定 的 最 优 拉 制 亲 是 可 以 化 为 轩 间 不 国定 的 摄 全 LE 
g. 

3 RTEA w 的 最 做 控制 问 是 mimus RON. 


SIC $, W, u EY, wecW, | 


rttn =o ECO =T 


其 中 to, mo 四 给 定 ， 性 能 指标 为 
JC), v [' PO, sG), w, u(0)di, 
à I583. 
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给 出 并 证 明 最 优 控制 u (9, 最 优 参数 hEN 和 最 优 轨 线 2C 所 适合 
的 必要 条 件 . 


$6 时 澡 系 统 的 最 优 控制 
如 果 售 号 在 传递 过 程 中 只 是 延迟 一 段 时 间 而 复 现 ， 就 称 它 具 
AHE. 在 控制 系统 中 ， 时 沾 效 应 的 存在 使 得 控制 问题 复杂 
化 了 . 
— HERK 
MO BAN BRIE RARER. 没 它 的 方程 为 


ESO HD. rs, oE), vt—0), TON < 40 


其 中 07-0 M. pM JERRI A. x RTR" JEE 
5: B9, 并 且 


Of (1, v, y, w) of (f, c, y, wu) 
Ór | 7 y 


也 是 连续 的 . 

RT BATA U HOYAS OR, mg " Aiii, hjel 是 
XE EXE SEBI, 就 称 wx ERIH, ui ul OCU. Nus 
NL, (Bik uC) TEBA E AE TIE PER, BI 

u(D-u(t—90), . 

€ SHOE AMELO, PRBE i HAA u A 
18, 而 且 需 要 知道 e8), BR o OERA e (HR eO 
时 的 c) 还 有 效用 。 因 此 , 为 确定 (DD 的 和 解 , 需要 在 [to 一 oj 上 
A EEANN oC E [8 — 0, tol—R". 

设 当 #E[to 一 9, 8] 时 (0 m9, NK EC [to, ot] 时 
e(t —0) zp(t— 8), [jii 


DO =f, s, p-e), "n 


| Ji. 
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TEGERE AA ER UG. 909) 2 79] f BT ELS jS aC AE [os tote] 
ERE. AS v0) 已 在 [加 , 如 十 内 上 确定 ,就 本 以 用 上 述 同 样 的 
方法 确定 xC*) 在 [页 十 如 2924-201 E BL. 逐步 地 , 可 以 确定 ele) 
在 Mo, &] EE 48, CUL JE E ERIS O ARTT PR RIIE JF E D TR] Hy EA BS 
i). 

WE e.) 是 逐 段 连续 的 ， ut) 是 容许 控制 kim ak EE 
ECCE BEBE ER S 

L fG, w, y, u) 一 AAEE AE 
If, CL) 5X 79 SR TE ES 5 | 


de POOE BO ED OQ u (0, (2) 
假设 AC) io, HJR», BC) [A KISRA OC): Ds s] 
—R^* — HJ. 
& 5C, oA 
a n. AQ), 5) + Bb(t —6, 2 (s« 0, 


B(s, S) 5-7, td (8) 

DG, 9=0 (t«s), i 
PRIC, AE dem ERER, HAT EJEGEBUSAE 
可 微 的 .这 村, A FARE B oC); 


TORAN $G,sO()u()ds KD 


(4) 
e(t) =0 (tto), 
TEUS —0, G6] EER, HE £C (o, tti 
deu) 上 IP D (sug) ds--O Gu) : 
根据 (3) 得 到 | 
Se. — A(De()--B(Da (48) C (Ou. 
-185 
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LIAOQIZ JULIOQE 1087 MEE T3: 79; 1.13 
KER A SUE IUE DL 2849] RU (2) 的 推广 . 


方程 组 
TD — - A" (P) (1) — — B (t--E)d (04-8) (lote ts), | 
| $)-0 (xtti) u - (5) 
3$ 29 (2) pdt Hg 7; UH. 
这 时 


-人 人， oE’ 
—Q, AG)2 (0 ABOE AOR 
MEME — AT Gub) HBT (92-8) ED, m1)», 
所 以 | | | 
QC, v)» — Obs), v5)» 

=f «69, Oud [^ «t, BG)» 0) yat 

| - eco, B(t-- 0a (t)»dt, 
但 是 
| f GEO, B(t--8)ottyods fi Gb B (D v (t — 0)»dt, 


所 以 成 立 者 
Q3), m5)» — Gb (to), e(t)» 


=f, K OTON ET N e), BAe- 6)»di. 


| (6) 
R34 6€ [to —0, to) B oC) 一 0, WK 
Gb), eG)» — Gh (69), m (t9) 
- «to, ouo», (7) 
A38 (6) 38 (7) 43 (2) (B) ips 8 2 X | 
» 186 = 
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Lo mU EB ES 
设 系 统 的 状态 方程 为 CD , 6, 5, C) fü o 给 定 . 
对 于 wt*) EUwm， 如 时 方程 (了 以 pO 为 初 值 英 数 的 解 eC) 
满足 | 
vá.) 一 23, 


就 称 uO) 把 系统 (1) KJ eCOXERESE o. KIPEA 
J (u() o | EE, 290), utt, 


YOR x Rex Rx RPOR 和 2r f^ T 是 连续 的 . 
Ipod wl n] E. 选取 ul) CU y M 21, 
使 得 | 
J (u( 2 «J (v(*5) 
对 于 把 系统 人 人 从 gf xEXE 3I o. B3 E YE dB] v (2 €U SB 
X. 


2: | 
E MP C ot), sA, u(D) TIE), 
(一 中 人 (fo — s ido), (8) 
ait) = Üi. hg 
最 优 控 制 问 题 转 化 为 ; 选取 u (0 EUw f£ Ps, w) KARMA. 
三” 雪线 的 变 分 
设 w(") 是 8) 相 应 于 4(') 的 轨 线 
XE oC) EUa HF 6 >0, FE (C) CU aa, W 


s | {fCs, o6), os—0), vC) 


«57^ 
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—f(s, a(s}, x(s—0),-u(s)))ds 
= [ Gf, o, (56), vw) 
-f (s, o(s), «(s—0), u(s)))ds--o(a), — 
3t H. pitje Q) Su) — 805 to). 
系统 (四 对 应 于 w C) 以 pC) HIK Sic Lig o nC), 
那 末 当 570 充分 小 时 at C) de Lo, 5) EE, 并 且 成 立 着 
(a (-) — m) rr em -) -o(8), 
其 中 a.) K EHER R J 0,. 即 当 £C [19 —8, to] 时 
| | | ez (2) =, 
3- H.24 ic fo. 上 时 
半生 各 人 一 的 全 人 AT 
0 (We E -0 0) Yo00 


Of (i, wt), e($—0), wf) NT 
| -( Q A OR ). ¥ ) 8-6) 


TG, a0), 2(6—0), v0) 
- f, 20D, (6-8), v(0). \ (9) 
EAEE 81 2502, EXE H $3 EIL. 
可 据 (9) 和 和 常数 变易 公式 得 到 
dw la) = | Gs, DASG, w), e (1-8), o) 
fR, sD, (0-8), eydi, 
Hp DC, 03h | 
- dé(t 5S af, s(D, s(1—8), u(t)) V, 
c. s) -( f, s, Ax u 2) DeD 
«(2f Osel AN e0-—6, 9 
| | (5&2), | 
Q(s, =] MEN 
. 188. 
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i a" 


$t 2-0 CETP 
因此 , A $ 1 — RER AEN | 
定理 工 # 
K(t)- {eBw (t) | ez0, of € Uu) 

是 RU GB. 

同样 可 证 

定理 2 设 w(*) 和 ww(-) 是 最 优 控制 问题 的 解 , 那 末 

L: "<0, 一 

FEE K Ch) 的 内 部 . 

m 733 t 2 

定理 8 gul) iie) PERRERA Es ag fet, —-— 
C) x0, $038 


Tief) _ 

70, ros OU, 

db) _ afa, eH, c(t—8), uE) v, 
di — I a aD. 


Oy 
(lei a), | l | (10) 
$0 -0. (50, B | 
使 得 最 大 值 条 件 
E, fi, w, 2(1—9), «M» 


DE Gb), fü, v(0), vt —0), v) (11) 
TE [io th] Er. | 
证 根据 定理 2, 工 不 含 在 目 锥 下 (好 的 交融 . Pj LEG 
$'0, (EM | : | 
> 《Wi (12) 
a 289. 
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(w ( Jr. 


Br Ul oss OO, 
设 pCO) 的 解 , 适合 
VD =p, 0-0 — (5D. - 
3i | 
T QbOD, æO, (13) 
横 据 对 偶 关 系 式 , 有 


QC, 905)» — < to), omit» 
= BO, f, a), 26), oi) 


| —f (t, w(t), vt, u(t))»dt. 
因为 8x (£) 0 ($€ [29 —0, £9]), 所 以 由 上 式 及 (13* 得 到 . 


| 46. fG, 2), ae), a) 


—f (i, (D, e«(1—8), u(t))dt«0, 
由 此 得 证 : 当 + 是 %(*) 的 连续 点 时 , 成 立 着 
Wa), Ja, aE), s0), D> — v 
K, SG, e, wa), «(0)» 
BD RAER HFR. 
对 于 wC REBR t, Eci E uC 揭 连 续 点 ,所 以 
< a), fb, clt), v(£—8), v» | 
pb), FU, a), 2(—0), u 
& i—4t— O0, 得 到 
Qb OD, fF, aC), s8), v» 
«OO, f, v0), 20-0), «(1-58)» 
{H uw(2-0) -u(2, BrEDSET «(C02 的 间断 点 志 最 大 值 条 件 世 成 
X. ü m 
- 190. 
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hi" 


JEN 


k Tad td 


JL EIN 


2p 


T RIER A LC ED EA 
V XA ZU TESTEN 2 ZRAGRRO, grim) 
u( *): Lào, HSR” 是 平方 可 积 的 . 
HBE [to， hb —— | 
Q0, R(0)0, 
FEIC), RCO EEH, WRBA 


TU =) «QG2(, ERGUE), uhat 
BRE RRR AIRE, 
PO, v, y, D - 1-40 0o, oR v»), 
WERB E 
|. 2É(t, V, à, y, Mu) | | | 
—do/2: QC, a»), ux) 
HS4, AQG)s E BQDy-r OW, 


尾随 方程 成 为 | 
! EN 
di 


MS. -PRODO —AT (4) -BTE +IP). 
TO de «QD 处 达到 最 大 什 , BTE) 
BHU, (t), s), ot , uct)) 
Ou | 


-oRG)u(£) EO (0) (0) - 0. 
AA oG) BARH, WA. AN o= 是 不 容许 


Wip —1. 那 末 伴 随 方 程 成 为 


dro 一 ~I, 
24. QC) wt) — AT (t) (0) -B'G46)4(6), 


a T0] » 
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Jt H«C) 适合 
ult) = R (007 QW). 
进而 , 可 以 由 | 


29, =A Eee- 6)-- O(t) RON VOD, 


" — Q(Da(t) — — AT (Ou (O — B* a+ dii 8), 


wt =p (o—0 im is), 
PHS hS 

Wiep 和 z(-) 之 间 的 关系 ， 以 建立 状态 反馈 ， 这 是 一 件 复杂 
的 事 , 有 兴趣 的 读者 可 以 查阅 有 关 文 献 ,这 里 不 讨论 了 

还 应 指出 ， 时 灌 系 统 的 状态 空间 并 不 是 有 限 维 襟 间 R, MA 
无 限 维 空 间 O-A, 0]; 775. 这 是 因为 ， 只 有 给 定 了 初 值 函数 
p(-), 才 能 确定 它 的 解 . 因此 , 在 时 语系 统 的 最 优 控 制 问题 中 , 应 
当 讨论 终端 是 测 (*) EOC[ 一 了 O; RO 的 情形 ， 而 不 应 当 仅 讨论 
cdsa CR 的 情形 ， 这 是 时 灌 最 优 控 制 问题 的 本 质 所 在 。 dH 
是 ,这 时 问题 将 变 得 十 分 复 热 , 最 火 什 不 理 是 否 成 立 还 需 讨论 . 


$7 次 克 苦 疫 分 原理 与 最 大 值 原理 的 证 明 

在 最 大 值 原理 指证 明 中 , 轨 线 的 变 分 、 布 劳 维尔 不 动 点 定理 和 
凸 难 的 分 离 性 定理 起 着 重要 欧 作 用 .由 于 最 大 值 上 原 理 的 重要 性 ， 
人 们 试图 简化 它 的 证 明 。 利 用 动态 规划 方法 的 最 新 发 展 的 简化 证 
明 ， 由 审 校 者 在 附录 中 给 出 ， 这 里 讲述 法 国 数学 家 艾 克 兰 
(I. Ekoland 的 变 分 原理 ， 并 利用 该 变 分 原理 给 出 最 大 值 原理 的 
证 明 . 

为 诉 述 艾 克 兰 变 分 原理 , 我 们 需要 距离 空间 的 知识 。 它 可 在 
夏 道行 等 的 书 [中 中 找到 ， 这 里 简 述 之 。 
» 192， 
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Er EJERE. Bin F V PEREC uv, 28 2E— 
个 实数 d(u, v) 8 20 Ir, Hd, 2 适合 
1? dlu, v) 50, 而 且 d(u, v) 20 BI ESE E HI du v; 


9? 三 点 不 等 式 . 
diu, e)«d(u, w) tao, w) (e C V). (D) 
就 称 dlu, o) Xy u, o 之 间 的 距离 。 而 称 广 按 距 房 & 上 成 为 距离 空 


IB. 
由 (1), 28 w=u Hj, d S 1 得 到 
dO, VYS AV, wu). 
EEE, u, v 吾 换 得 到 
d(v, WA DP, 
MT d AA RAAR, R 
3? dyu, v) —d(o, 1. 
在 距离 空间 玉 dm wc, ME 


lim d {rm, wu) =0, 
LER u dE tus) DOOR PRU. 


显然 , 如果 Der D u i M, IER 
Xm d(u,, us) =0, (2) 


HE, HORAE ETE {o 有 和 极限， 如 时 距离 空间 六 中 
的 任 一 适合 0) 的 点 列 Gus 必 有 极限 ， 则 称 玉 是 一 个 完备 的 距离 
= H], | 

jRFE:Iy—(-—oco, +o), 如果 对 于 ocr, 20, FE 570, 
dd d(u, v) «o f 

FD F(v)-—8, 
HIR F g e BRE TER. 245 8 GV BQRR— RE T Ea 
的 , 就 称 E aT EZ. i 
e 193. 
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其 死 兰 变 分 碌 理 EV b —ozUPHUSBRE Edu, FÉV 上 

ETER ai, H FEK GEETHA A, BU 
inpr) 
有 限 , 设 e>0 和 YEF 适合 
Fu inf{F (tr) e EF} +s, (3) 
IRETE v CV, Hi4 
i) F(v)« FQ) 
ii) d(e, w)s A 
iii) XT wEV, AE 


Pw) >F (v) — du, e), (4) 
3x HB A70, | 
UE NX usu, HA UDXIT e—cuogor, 我们 证 毕 ， 和 否则 , JE 
在 名 ET 六 ,使 得 


F Gp) « P (uo) — ile, Wo). 


+ 


rt So {wEV juu, F'(w) «Fu) -> dw, | 
它 是 非 空 的 ， 由 So 的 定义 知 . 25 e CSS 时 
0«—- dlw, wo) «F (uo) —F (w) 


F o in F (u) wE Sahe 
Ki TERREN, TE aE So 使 得 
Ox Fu — inf F ww wE So 


«A (F (uo) -infU' (w) | we Sq). 
这 时 x dius, Uo) PF — FG) i 


TRI vou, Ej, CA Xj wC So 成立, 而 当 € 89 时 ; 成 立 着 
= 194 » 
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F (w) > F (u) — dn, ug), 
z» F (u) 一 E: d(ui, to) — 元 dlw, u) 


== F (u) = ACW, ux. 
从 而 , DH ecr wu. EE, RN, « 
S,- | wE S [wtu F (w) «F u) -È du, u)} 


TT. AHE A E, 存在 
tis C B1, 
us 
O« F (us) —infLF (lw) [wc 8.) 
«X CF (u4) — infi F (wo) | w € 84)), 
= diua, w) €F u) — F (us). 
从 而 , 841 n[ ELE iX EM Da, ta EENE: 
Dc fa CES, al WE un, Fw) «Fu -5 diw, s): 


0< dua, s) P Qus) — F Cengi), Ungt E S, (5) 
OSF (ws) — inf( F (w) |w C S,) 
«GF u) —-infUP Qo) wE S). (6) 
从 而 E (ww)} JR IUE TU, RUBBER FIAR, 所 以 
ee 
存在 ， 而 由 (加 得 到 ; 当 moe B 
0<— dium, tS) CF (uu) — Fut), (7) 


从 而 lim Gum, zx 一 0, A r Hati, FE Er, t4 


. 195» 
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lim div, 1:4) =0, 
又 根据 PN TEE, 得 到 
F (v) «Tim Fu) < Fs) -EF). 
XE CD) vp 加 > 二 co, 得到、 
0< 二 do u) EFC) -F O). EO 
又 由 (站 得 到 | 
Qc dalun, ug) CF (uo) ~- Plum), 
un i 
0c Elum, u) « Fn — Fg) 
« F (a) -inf(F (w) jo € V1 «5, 
EERS moro, 得 到 
È , 
- d(v, uw) «8, 
从 而 
d(v, v). 
gl rok HB. 不 等 式 UD 成立， 否则 ,存在 wo, 使 得 
PH) « F(v) -E dQo, v), EO 
把 它 与 不 等 式 (8) 机 结合 , 得 到 
F0) «FG EE TCD, Un), | n-—0, 1, 2, 0a - 
所 以 Xu, n-0,1,2,--. WERZA 
DES, n=0, 1, 2 
而 由 不 等 式 ( 人 得 到 
2F (ui) SE Uty) FinfLP (we) [wc S. 
aF i) F(w). 
HERG noto 时 得 到 
LA 196 * 
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2 lim P (im) < Hm Flin ) + FQ, 
从 而 
F(v) «lim F (uj) < PD) «F (v) -E aE, v). 
这 是 不 可能 的 . 因此, 不等式 (和 4 成立， | B 
注 PEAH, BY 
F(w) 4 dlw, v) 


dE w= 处 达到 最 小 值 FCw)， 

Je S1 的 最 优 控 制 问题 。， 为 简单 计 ， 不 妨 设 如 =0, ue 
1. Uw EREA U 的 有 界 可 测 函 数 全 体 ,在 其 中 引进 上 距离 

dlu, v) — tlt E O, 1], u(t) XviD, 

那 来 在 此 距离 下 Ua T-EAS, GA OU 是 有 界 闭 集 时 ，Uw 是 
完备 的 距离 空间 ( 读 考 白 行 证 明之 ) . | 

Bul), 2 (Odd t Er IL EBORE oC) € Uus, 62-0, 引进 

F(()) = (la(1, 9) el? 
+ (max (0, a*(1, v) —a^ (L) --8))3)2, 

容易 证 明 ， 卫 ,:Uws>R 是 连续 的 , 并 且 

| F,9()29, | F,(u(-)) 8, 
即 PF, (u(*)) Sinf BV) EEN 
根据 艾 克 兰 变 分 原理 ,存在 v (CO CU, 使 得 

2 
ái C), nC) «el, 
并 且 对 于 mt € Uu, MLA 
Po PF) M ed(w(-), v (-)). 

melele, uw), XT o()€Ua,- p€(0, 2, REC 

[0, 1], 使 得 i (05) =p, JE-EL 
. J97 « 
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f (^e ze (s), «(s)) —f*(s, a*(9, wu (s) l " 
P Jo fs, a*(9, o2) — fs, o^ (9, wls)) 
« 1 (f a'(s), e(s)) — f°(s, wr(s), «6» 4 
[0, £15 ES PACA vs), v(s)) =f w (8), u* (s)) 
dA o(p). 
* TORS 


IR us CO EUa, 3E EH. 
ACOS ACO EET CONE » 


v, IEE, 
(E, EEO, 11\B’, 


Pu) 一 V es p, 4 (10) 
现 分 儿 种 情形 进行 讨论 . 
1 在 在 po>0, HB? p C (0, po) 时 a*C1, w a" (1) rez 


0, 这 时 | 
a(i, uz) —a" (1) + 8270, 


jol, up 2| *— pa, we) asl" 
= ol, uh) + el, u*) 2a, m(1, uf) —o(1, uw)» 
—2«z(1, u") —a, wl, P) — (1, v) teu), 
pup i u*) 适合 
£ ÖL £A u*) 
- (2s. zo. COY azl, u^) 


TFG, a), CD) — f, w(t), u(0), 


Or(0, u*) =0, (11) 
WE el, wp) = v1, u*) t póz (1, u*) +olo), 
从 而 
he, w) ~al eC, un — ol 
一 2e (1, u*) — a Óz(1, u")»p-ro(p), : 
« 198 * 
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而 
(x (1, 一 2 十 3 一 人 人， a d, wae)? 


所 以 


从 而 


— 2o(z (1, u*) —z" (1, WT es Os (1, uO tolpo). 
FC- FiGe()) 
= 2p, w*) — m, oll, uf)» 
o -F2p(a* (1, ut) — a? (D) at, uD --o(p), 
HEC ORG SE 


pat 2p 
— Q1, u*) — au, &x(1, ut)» 
(a , u*) — ^ CD + e)82^ (1, u*), 


因为 Dm F, GC) — FG C), 所 以 由 上 式 得 到 . 


E; 


那 末 


lim LMCAQD -P. (u^ CH) 


gu p toa 
-EGT Tamel, u“) 一 oy, On (1, e» 


+G, w) 一 此 (1) --e)ós" (1, w^). (12) 
有 = oel, w)—mX | | 
ACTO 
z"(1, w) 一 2 人) +e 
FQ (*)) 
a ||? - (00)? 1. 


A = —0. 


\L0) 和 (12) 相 结合 得 到 


<ha, o1, ut)» ADDL, ut) 2» — JT. (13) 


由 于 (he, Ro PATE R" h AARRE E, MUERTA], 它 的 
R CR, B), (I) E MAD L, Anz, 
因为 Cw u)«& v 8 所 以 当 e 0 B a*()92 » FHER 
$1 (11) f$, ösi, w) MAT 654*), 它 适合 
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Cf, (D, v00) — f Ct, TE, vQ2), 
ór(0)—0, 
Mi Sa (t, u*) T Ba (0), Hor] 
sarci) = f (EE 8D ) as eo ds 


+f (Ut, 20), v0) - f? G, 200, udt. 


FE (13) p ds 0, 得 到 - | : 
<h, 6z (1)5 +A da (1) 270, (14) 
p yo 一 —Rh «0. 
-W - (att. mg LON u(i)) ) "OR ef?(t, z% v(0) A^, 
9) - =h, 


ZAR (14) NIS E S 5 公式 (13), 得 到 
| {pope Ci, (D, uG, FE, a, u(05) di 


>Ê {of aC), 90) 9, Y 9C), (0)934t. 


由 此 , 得 证 : 最 天 值 条 件 
yof (6, 9), (0)3 ^ 4600; f, E, uG 
—max [ro f* C, 2D, 0) E OpCD, Fb (0), 9)2} 


rat i 上 几乎 处 处 成 立 . 
:3 FEE pot 的 隆 列 ,使 得 
a(i, aD —a* (1) --8 «0, 
这 时 a", w) a (1) tr e«0, HaC) eC ) 的 最 优 性 推 知 
sC, um, eC, "E 
从 市 Fage = heU, wf) — lS, 
FiQw())-|[zü, w) — ol, 
Br 以 | 
+ OD) a 
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Fi (-)) - Iu (-) 
— 2o«2(1, u) -a Seli, u')?-Fo(p). 


因此 
FETE, w)- a, By, SVT, 

ER A2—0, h,— wll, vw) ^21) /F.Q QC), ERR lA D—1. Mm 

(18) 成 立 ， 然 后 和 情形 1 — PEREARCAL D ARA a 


5l 题 


1 QR" 中 的 凸 闭 集 ， 试 证 : 对 于 scn, FEE Pas 满足 
lz— Pe] =int{ jemy] iy Eg}, PscQ, 
并 日 算 子 PÓIN—938 3554 
hpPxz— PI «cll — |; 
inb x eq, 那 末 极 限 
lim et pe~ Pat pe) |’ — jr Pelji —24x— Pe, e) 


HFC BRY. 
2 dRe, u)0 CH 8—0 ID, AXE. (£D 01/8 ar( w e0 ji 
于 Ox(), EH Óx(-3E 
d (8f, mz. u OD XT 
diro (Ege 


HFG, rG), oF, z(0D, u(0), 
dw =D, 
8 VOL YLISSEÓATIERERUEB Eg 时 最 优 控制 问题 的 最 大 E m 
FARRAH. 
4 证明 Us TIRT IEN 
id(u, vw) = niti [O, 1], u xv(D! 
iBBEEEER].I4U PHE, Uu 蚌 完 备 的 距离 空间 ， 


e S01， 
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Snc — ERDEESEB B TE 


$1 ME. 


由 于 各 工程 技术 领域 、 经 济 管理 和 资源 分 配 等 实际 上 应 用 部 门 
的 需要 , 随 春 最 优化 计算 方法 和 电子 计算 机 的 迅速 发 展 , 近 二 十 年 
来 ,最 优 控制 的 计算 方法 也 得 到 了 较 大 的 发 展 , 成 为 最 优 控制 理论 
中 的 一 个 重要 组 碟 部 分 和 解 岂 实际 应 用 问题 的 一 个 有 力 工 具 ， 
最 优 控 制 计算 方 法 的 主要 内 容 是 研究 求解 最 优 控 制 问题 的 各 
种 数值 计算 方法 , 并 研究 其 收 伍 性 和 收 往 速度 ， 这 些 内 容 多 数 是 
把 变 分 方法 和 求解 非 线 性 规划 最 优化 问题 的 一 些 数 值 方 法 和 靶 术 
加 以 改造 .移植 和 拓展 而 得 到 的 ， 早 在 1960 年 ，Horn 和 Kelley 
ML Age I e REER E E iA BIB m fes; fI 
Hrik,Breakwell fi Bryson 等 以 不 同 的 方式 来 用 Newton 方法 研 
究 了 求解 最 优 控 制 问题 ,Russell 证 明了 当 系 统 甘于 控制 为 线性 时 
”可 用 启 函 数 方 法 求解 约束 最 优 控 制 间 题 ，Balakrishnan 提出 了 
“Balakrishnan 8 六 法”, 而 且 推 出 了 卡特 里 雅 金 最 大 和 恰 原 理 ， 
Polak 在 最 优 控 制 问 题 的 梯度 法 、 可 行 方向 法 和 梯度 投影 法 方 面 
作出 了 杰出 的 工作 .在 我 国 ， 安 希 为 对 最 优 控制 问题 的 计算 方法 
作 过 系统 的 研究 ; 陈 祖 浩 研 究 了 约束 最 优 控制 问题 的 罚 函 数 方法 ， 
用 统一 的 理论 提供 了 车 千 充分 和 充 要 条 件 来 处 理 带 罚 函 数 的 最 优 
控制 向 题 趋 于 原 最 优 控制 问题 ， 还 解决 了 Russell Bé nb RI 
题 ， 由 于 连续 系统 最 优 控 制 问题 基 在 元 有限 维 空间 内 讨论 的 , 故 最 
优 控 制 的 计算 方法 二 和 较 有 限 维 非 敌 性 规划 问题 的 计算 方法 为 复 
TR, ESME, 最 优 控 制 问 题 的 计算 方法 的 研究 , 在 深度 和 广度 方 
< 202. 
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古都 远 不 如 非 线 性 规划 的 最 优化 计算 方法 的 研究 ， 一 些 最 优 控制 
问题 的 计算 方法 , 如 最 优 控 制 罚 函数 方法 等 , 其 收敛 速度 等 问题 都 
还 未 解决. 

本 章 讲述 由 常 微分 方程 来 描述 的 最 优 控 制 问题 的 一 些 计 算 方 = 
法 的 基本 理论 。 计 算 方 法 有 两 类 , 一 关于 无 约束 最 优 控 制 问 题 ; 二 
关于 约束 晤 优 控制 问题， 我们 将 介绍 处 理 匹 约束 最 优 控 制 问题 的 
梯度 法 和 把 景 优 控制 问题 作为 边 值 问题 处 理 的 Newton 法 ， 并 介 
绍 处 理 约 东 最 优 控 制 问题 的 罚 范 数 方 法 。 进一步 的 研究 ,读者 可 
参见 有 关 文 献 . 


$3 解 元 约束 最 优 控 制 问 题 的 梯度 法 


设 受 控 系 统 由 微分 方程 组 
dol 
Hoef, 0), w0), t€ bio, td, | (D 
mio) ~ wo, 
来 描述 ,性 能 指标 为 | 
TaD- ra, o, udi, (2) 


Hbf RxR'xRUoR, f, RxRh'xReoRmRf*mEfxXTed 
w 连续 可 微 ， 关 于 连续 , FUE AE e (2, i) crx Re, 2E, 
2r Hi 2 关于 连续 ; ORAE Gu p ENSE. 

Fb 空间 L8, 5]; RO 内 的 人 尾 一 元 素 为 容许 控制 ， 
E Ui, dh RY 是 [fs HR” 的 可 测 画 数 的 等 价 奖 空间， 我 们 
把 在 [fe f) EJLSEAREAE AH S B PAUSE f EJéIR]— ERR. XQ 让 
EL” o hh R, X 3 FAEN 

luc? | ess sup Juci 


" 202. 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


ZNinf[a| meas[? € [to, t] | Eu) | 7e] -=0}, 
BUE BE (S 35 Bi n «8 RR AH UE X9) 


eC oan [^ reco reas] ^", 
日 空 间 L"(lo, td; R") JE— A AREERSE SS IRI, BINE uC) 
€ L"|fo, 44]; R"), $—1, 2, 的 数量 积 为 


GaC), Uaa | Cl), adt, 


这 与 Hilbert 空间 L^Q([, Dh R")P (p 3x a E, HI 
Qui, Maps o ts, Hapa QE L^ C[£o, t0, RP") 并 不 是 在 此 内 积 下 的 
Hilbert 空间 |1 d. 

最 优 控制 问题 .选取 容许 控制 和 了 (io 6 RO, ful 
bx BJ E 6 CL) RUE Zo BE ZA] M, x wo IB AIL EE oC, u) BIOS 

J (u(*)) = infiJ (9(2) |o, €) — wo, - 
vo €Z 48 

这 里 to ti EREDI, PLR M ZE AA EE, Ai MERI 

SUELE OD, (3 转化 为 一 个 无 限 维 空间 内 的 非 线 
福 规 划 问 题 ， 为 此 , dd 


TUD =| Fe, a, wd, (8) 


Wis JJ: Ly 二]; 民 RY-> 民 ， 池 是 ,最 优 控制 问题 (了 ，( 名 就 
等 价 于 下 面 的 最 优化 问题 了 ， 
(UP) inftJ(QC2)|u(-) EL RD)}, (4 
下 面 , 我 们 先 就 求解 无 约束 最 优化 问题 (CUP) 的 算法 作 一 般 性 
mne. 
在 通常 的 情形 下 ， 求 解 这 个 对 uw C LOAD, 5), Rr) 无 约 
束 的 最 优化 问题 UP) 的 算法 ,大 都 用 的 是 迭代 法 , 其 基本 思想 是 ， 
从 Banach 空间 L° WH- TRTE 口中 其 一 点 ous 出发， 找 出 一 
: 203 。 
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Bus d Gu) cJ Cu, 然后 再 找 一 个 点 2 BR Cy —J Gays, 
即使 每 进行 一 步 ， 函 数值 都 有 所 下 降 ， 最 终 希 望 找到 级 小 值 战 
RETRE A. 这 种 算法 的 关键 是 要 根据 泛 范 指标 -7 Qu) 
扬 担 秩 的 某 些 信息 ， 确 害 一 个 能 由 第 1 点 三 求 得 第 +1 点 人 sr1 
的 搜索 规则 ， 抽 象 化 之 后 ， 就 是 确定 一 个 映 吃 到 如 MISSE a 
—a(Qu), NU uana. SÍ—JA BR, PRAA AEA, 而 是 一 个 
集合 A— AQ), E d C REA O VS ii SEHR RU, RTT 
R thai. BER, BEZAR AA AE Y 
E, RAE ERE Sn P ARRIR.. 
H41 (下 降 算 法 】 
在 三” 的 某 个 闭 子 集 C Dank SERIE SE ER cA Q0, 1 
OI NUgS Succ. 
Elis uW4-0. 
一 第 2 步 了 一 点 YE Au). 
B DLE REUMLIN | | s E 
第 4 步 ; 3p Gua) J Q8), mite. 否则 ， k ERR! adem 
2H. 
对 于 求解 (UP) 的 上 述 算法， 自然 金 提 措 点 列 "" BETE sx 
到 《UP) 的 极 小 点 上 的 问题 ， 对 这 个 问题 往往 不 作 直 接 前 回 管 ,而 
REHAN {ww} 的 任 一 聚 点 帮 属 年 五 ” 内 茶 个 点 和 集 Q, Q I xx SY, 
者 是 CUP} 的 极 小 点 或 者 是 满足 森 些 最 优 性 条 和 件 的 点 ,两 者 必 届 其 
一 ，。 下 面 的 定理 就 是 解决 (ug 的 收复 性 问题 的 . mE 
定理 1 KZA JOEL AER, Ok LUPUS. 
车 对 于 五 pE i weo0d scq, 存在 数 e) >0 和 数 800 — 
0, RKR RARE du 一 ws lw), v EO T v" CAUNA 
J (Qul) — JF Qu^) S; 9D, | 
则 由 算法 1 所 掏 造 出 的 点 列 fg， 或 着 是 有 限 序列 (Uo, win c8, 
208 
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Us, upit 这 时 Us CQ; 或 者 faw} JEJGIRUY 7], AEREA R 
A ucQ,.. | 

证 首先 , 设 {a} 为 有 限 序 列 [ue, wi, t, tys mu. 这 时 
D dg TE ys hb, M ER Jun d G5), wu € 
A Qu), SX WIE, v. C Q, ER BA, cQ, UMAEH FAR 

E ME J Gin) — —J (uy) S Ou) «0, 

T9 8] P R8, 故 几 uy CQ. | 

其 次 , 设 tul MM TM 是 它 的 一 不 聚 点， BAUGOYET 
EE FF 30 EL4 -KAT u 的 子 序 列 (Qu, 6E KE C10,1, 2, ^v). 3X 
证 nE WERE W CQ, 则 从 假设 条 件 知 , 存在 8 Cw) 7-0, 50) 
<0 mNCE,WUMBSUEHBISCK, éco NU 

Iu; uu REC), 
Til - ue 
J 5,4) —J Qu) OQ, NN (5b) 
此 处 uic Qu). 现在, ERUT EX) fa EK, 627 N, 中 的 尾 
EpiEBSUM BIER tp qn 120, 注音 到 QU CO ETEF, X. 
HX C 
J Q4) 7 d Gu) Diui) — Gua] -H EA uuo) 
| —JQus)lcccnBG.—Ge0l ^—— 
n% CRI Cuga) —J Qu) Su) «0, 
由于 JD ELE qu EK, WERE Ek; e Pj po 
$--)c K, ES icto, ERK, MERRI - E 
| 0= lim [4 (0,3 —J Qu] 


ELLE Td < <0, 


PESAR, u CQ -— OO 


iE vim X 
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TE Gu 有 聚 点 , 则 其 任 一 聚 点 均 属 于 驴 ，， 

算法 1 的 关键 是 选择 搜索 方向 , 即 确定 搜索 规则 AQO. Mw, 
DAE, AG JE BTE PR DE J (4)' 下 降 最 快 的 那个 方向 去 选取 
下 一 个 反 ws。 BA, MAJ HENA TE RR D EA e 
HA, HWRE HE2 H A ri AA Fa, z= w, y)€cmR, x 
hp diea xd am (ny EA d, M F db sce HE AG) 
的 方向 导数 为 : 


lim Flat Eeen) —Fn) 


= (grad F = RENY 
= [grad F (a) | Ur) eos y = gend F () |ooe»y, 


此 处 graaF( - (2769, 56s posts e ip, v 


A Meo 与 grad F (s) zh 的 夹 角 .显然 S Y BE AQ -F 
grad FP (2) 反 向 时 , grad F (e), bs)» 取 最 小 值 ， 即 负 梯 度 方 所 Yi] 
Ae BEER CLP (0) FECE BIOS Fn, | 

对 于 无 限 维 空间 ， 也 有 上 上 面 这 一 结论 ， "nis, PITT 
问 的 函数 的 梯度 概念 推广 到 无 限 维 空间 L” [to 4], RPA. 

定义 & GC 22 €2: Lio fi]; R") x [fo, 5], 对 
ule) EL” Co tih RY) 有 Gu C) € L" (fis, hn R", B. 
vi. ) € P Cft, his RAF 
| x (6)- 
则 称 映 象 Qu DAS Ls Jt ) 的 梯度 ， 记 为 R ) C) RAE 
grad J (*). 

”梯度 的 几何 意识 R u=sw, 870, wE LU([te 6], R 

lwl #9, S0 E EAE, edd Wo URL RET 6] w REIS 3 
E, T 2E 35 (0) af AL | | 


o+ 260 + 
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2o 4 Qu: v) d Cu) pu 
me 7 RE - (gna G0, TL. (T) 


从 这 式 即 可 见 , 与 有 限 维 空间 类 似 , 可 认为 (grad 7(e)， pa 


是 在 点 24*) ERAK w x AE. 

与 有 限 维 空间 的 情形 一 样 , 我 们 有 | 

2384 d gradJ()(250, W f BB EE Daun 
J (wu) 的 一 个 最 速 下 降 方向 

证 FA, EAC) 中 取 m= grad J (u), MAFA 


Jim E grad 0) ZJ t) 


eÜ 


= — <grad J (à, grad. (u) uis 
由 此 即 得 ; 分 在 数 eo> 0, 致使 ORES Bo 时 有 ， 
J (u— sgrad J (u)) — J (wy «0, 
这 个 不 等 式 说 明了 ， = ui +0 时 ， 梯度 确定 了 一 个 下 降 的 
方向 — grad J (u). 
其 次 ,从 歌 西 - 布 尼 亚 柯 夫 斯 基 不 等 式 有 
[Xgrad J (u), WPa = |<grad J G), wal 
(00 «[gead J Go sd vola, 
4 grad J (u), e. - Nerad J (u) Babolsp, — 
则 Ox lol «1, 故 可 写 p—cosy, 即 Oscy «m, | 
«grad J GD, ww» = grad J aD alel acos y, ! 
可 把 7 看 作 是 gradJ (w) 5iw Zia to3efü. FE, M B ye 
时 , uL BO S4 HLDX 25 w RETE | | 
«grad J (a), v». —lgradJQOisDwls |. | (8) 
成 立时 ,< grad J (u), wa 3k lg ^b 4, mm xc XE UE, w— 
一 8gragd J (wu), £720, IEJ CB) Bor, d MES) AE J (u) 
T EEG 23 Inl. a i 
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992 PaO) EE [io ul R”) fit J (9) —inf(J (u) |u€ 

L^, tali F 则 必 
grad J (4) — 0, 
Wo ETA, REM SIS T HITE €o E O-sse, 时 
J (ü— e grad J (4)) —J (4) <O, 

MV A u-u—egradJ(u) 使 了 如 过 J (u), 3k5j udi J Qu) R 
小 值 点 相 了 矛盾 . | E 

总 之 , 引 理 1 表明, 取 负 梯度 方向 作为 求 J a ARÉ A 
方向 ,有 可 能 加 快 整个 计算 过 程 ; 而 引 理 2 36 HB, AR J' GO AD 
值 后 可 取 上 面 的 定理 1 中 的 集 Q={w|gradJ to 一 0， uc 
I 4]; R}, 及 可 用 grad J (Qu) 是否 为 零 作为 判断 计算 过 程 
JÉSPEHEBUIAGE. 在 算法 1 中 联 负 梯度 方向 作为 搜索 方向 ,就 得 
如 下 的 | 

算法 3 Cg TESEEEUBE GE, 

第 0 步 ”了 到 初 始点 EO, 

第 1 步 *Wi-0. 

第 2 步 计算 grad J (wj). 

第 3 步 ZH hl) = gradd (Gu). Z;h(w)-—0, m E iF 
$2515 UJ, ER 4 3v, 

543 RAR Au), CEWE 

J Gu A GG Ga) = nf A lut Ah C) Y) A0} 

EED iae MA, 

第 上 H ugirekuytAQu hu), E isiti, P 2 d. 

REEDIN A RDE R REEL 73 R J Qin Ah Qu) ). AT S0 的 
一 维 极 小 值 问题 了 。 在 算法 2 中 的 第 上 和 第 5 步 是 不 能 间接 由 数 
宁 计 算 机 来 执行 的 ， 于 是 月 然 会 提 册 怎样 进行 这 种 形式 的 一 维 搜 
索 的 问题 ， 对 上 此， 人们 采取 了 各 种 方法 来 修改 算法 3 ski 
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JG AM Gu) ) BH [BEA EM AP XEHDUE vus 而 使 产生 的 dur 5 
保持 收 化 性 

下 面 介绍 由 Goldstein 提出 的 梯度 算法 ， 其 主要 思想 可 通过 
下 面 的 几何 意义 来 说 明 . 

给 曲线 

8(A)—J(u--M(u))—J(u), ASOD, 
Hp 900) — grad J () , Au)», BA 6 (0) —0, f 6 00 XE X A0 
附近 是 下 降 的 ， 我 们 揭 目 的 是 寻找 一 个 大 于 X%=0 的 8 的 近似 
极 小 值 点 ,我 们 利用 导数 P(X%) =0 的 信息 作为 终 站 准则 ， 这 样 的 
入 有 可 能 使 8( 和 最 小 ,但 也 不 一 定 , An EL D.1, 由 于 Ce) <<8C0) 且 
6' (c) 一 0, 故 若 试探 点 取 到 点 Ao 时 ,一 维 搜索 会 停止 ,但 从 600) 
到 8(o) 的 下 降 量 孝 很 小 ， 为 预防 这 种 情 形 的 发 生 , 我 们 从 原点 出 
发 作 射 线 
lh: y= (0)A-—3oXgradJ (u), h(u)), 

此 处 0o, 限制 在 射线 玉 FARRER y — 00). 的 近似 极 
小 值 点 ,但 基 , 车 只 做 上 述 限制 还 是 不 妥 的 , 从 图 5.1 可 见 ,整个 区 
ECO, 5] P3 A 388 6 83) « o6 (002, 因而 不 论 多 么 接近 0 的 和 都 


y 


yT7Aadí(0) 


E] 5.1 
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R60 的 可 接受 的 近 亿 极 小 值 点 , 而 这 可 能 使 一 维 搜索 求 得 的 点 
À Ej mx A038 zc], 因此 再 取 如 下 的 一 个 对 义 的 限制 
条 件 , 作 过 原点 的 射线 
a y= (1—0)0' (00) X -- ACL—o) (grad J u), RAW >, 

考虑 在 射线 了 EARR v—9Q0) 的 近似 航 小 点 XXE, 
A€ie, DIR, WA y —9 00 在 射线 五 和 本 之 问 , 此 时 函数 值 8 02) 
有 所 下 降 ( 对 数值 900) 而 言 )， 并 且 [0 CO |] 382, AE, AE 
[a, 5] 是 可 接受 的 关于 极 小 值 问题 min (6 A) | 4220*. 的 近似 极 小 


信和 点 .五 和 如 就 成 为 确定 入 的 两 个 限制 准则 ， 选 取 aE(0, L) 
ERE 二 ,经 研究 会 使 算法 中 的 序列 Cu) 有 较 快 的 收敛 速度 .本 
着 这 种 想法 , 就 可 提出 下 面 修改 了 的 梯度 法 . 
算法 3 (Goldstein 梯度 法 ) 
第 人 0 步 ” 选 到 初始 点 uo € BL" (([fo, 74]; ROPER 
Olto &1u|J Qu) «JJ Qo), EL HT o, 1]; R7) 
a i 1 
4 界 ; 选取 «e(o, 5). 
第 1 步 Eio, 
822b WI grad J Ca). 
432b 置 htm) 一 一 gradJ (u). ZA) =0， 则 停止 计 
A. 否则 , 至 第 4 步 . 
第 4 步 HRR m Aio, EE 
MCa) y 80, u) 90s, wu) e 7 OCO, w), 
此 处 8(X, 14) — J Qat MiQu)) —J Qu), 
2- PO, uD = <grad J Cup, PO Pa, 
第 5 F E Vg mis HA Cet) A Qu), E 4 一 名 十 工 ， S855 2 1p. 
" Zil» 
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ERRE PHRES oC, JEA, RC UG: ri [oL RC A 
和 难点 ， 为 了 体现 此 特点 和 更 切实 用 , 我 们 将 根据 所 宇 完 的 卉 优 
控制 问题 CD). (计算 出 grad J Qu) 的 近似 值 . 

对 容许 控制 %( ,如 第 四 章 那样 , 补充 引进 举 标 24*,9)， Xl 
合 

ILG, D ols, alt, v), v (0), 2°) =0, 
IE 
Pa, e) - d we). 

现 取 定 容 许 控制 COMTE N Sul) EL o, 8]; F), W 
wC) =u) eiu) RER Beea, w) 一 
O), (0) ERR FK CP, DRT u EERE, AET 
定理 1V—2-1 的 结论 仍 成 立 , 即 

a (2) — a (8) t sx (2 oley, 
Yi lO am, u(*9), 而 8a (5) — (3a (D), 8z(2))7 Vx oie 4» 
LA 73 T £R 


d | rafit, æli), u(t)NT 
5r -( A ul ?) Sw{t) 
MEON 
xx FE, MEHAKA AE, 
TCO PELAIO) 
— a (5$) — e (4) 


[Ca ep Jon 


y (2126200, (00) Y oudo), 


此 寻 SoG 满足 线性 微分 方程 组 
* 212» 
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| A Seg) -( aF, 2), aL (E) ) 3s) 
国 O 
Oxo) = 0. | | 
根据 微分 方程 理论 (参见 第 一 章 8 5), 方程 (9) 的 解 是 
s Toa AP. ecu. O l'au(s)as, T [to 4l, 
IEA (f, s) ROSE RET COD 的 齐 次 线性 微分 方程 组 
8 
| X E )v 
(5) AES REUS EE, D (s, 8) 二 了 ,了 是 nxm 单 位 矩阵 ， 这 样 , 好 得 
J (602) -J (C2) 
人 
«(fers aa 
o f (2£6. 200. (0) Y's at co (o) 
-a [rf (aet ea Yao, oa] 
x (fs, 89. v (2) Y iue) ds 
n Ii (3f oi. wet s, (s)ds--o(&); (10) 
我 们 在 计算 右边 第 一 项 时 应 用 了 Dirichlet 换 限 公式 
laf gi, )ds- ^s loa, ajdt 


mA T a wp. 
现在 考虑 微分 方程 组 
213: 
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D TOR ef (s, A wis) ) TOE Of? (s, eco ute), 


(11) 
RERNE PG- 0 的 特 解 ， 则 由 微 分 方程 组 的 理论 (参见 
第 一 章 ) 知 
AG) -f FA o AP 2D, a) A s€ o, 41. 
go DTG, 8) EDC, SREE, fA Goma | 
J 6C -J (3. 


—- ji yr ( 246 00. » 69D Yita, 
I [ (378.500. 102 Y Bu (s)ds-o(e) 
= IN / Ofís, e, u(s)) O 


, A8, oa) Gus) Varo | (12) 
Tli, JB ERE SU, s D HO o Bu, 出 得 
Jr) -J (C) 
e grad J (u(*)), Bu( -Fo(),. 
将 此 式 与 (12) 式 相 比 较 就 得 到 
grad J (v) (t = - 218. 90D. (1). (gy 


e Of * (t, m ut) (13) 


T, a OO) JETER O1) 的 初 值 为 ii 一 0 BIA. 

现在 ， 我 们 可 以 把 求婚 最 优化 问题 《0 即 最 优 控制 问题 (全 、 
(D 的 算法 3 改写 成 下 面 的 

算法 (Goldstein 梯度 法 ) | 

第 0 步 ARAA uoc)c€Lx al, R, (9) 
* Bláa 
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的 集 OG) Ps Xf ae(o, z). 

第 1 步 Eio, | 

B2 MuHa), (€ [io, 幻 , 解 微分 方程 (而 得 

mÒ =al, wu), t€ [to, tl- 

第 3 步 Eu uw), 20) (D, E [to, tl, STRA 
FELD WR di) =O SM CO, £C Lo, 可， 

第 4 步 ， 按 式 (13) 计 算 

grad J (u) G) = ~ E nOD 802). qc) 


4 2E G, 000. ODD, te [fo t1], 


w BP E Rups E (D, Æ hlupe =0, m 
E: 否则 ,到 第 6 步 . 
B0 TERR A AQS(03270 致使 
-pm a) grad J Go) [1&8 (s, s) — helgrad J Qu) |f, 
pnsb . (X, uw) -—J Qt AhQu)) — Q2. 
HT T mpa E) wu TAX) ROS) E, t€ [io 6]; X 
4—6-01, HH 27b. | 
我 们 还 应 讨论 , 由 算法 + 所 构造 的 Qul BSE THRE 
强 回 管 了 这 个 问题 . 
定理 2 设 控 制 序 列 {wt*)} 出 算法 和 产生, 则 
19. 3 00) 是 有 限 序列 {C} 03032, 1n, 19 C27, A 
是 某 整 数 , 则 gradd Qa) C) 一 0. 
29. a ERREA, MEEA CO) 必 满 足 
grad J (wu) (*) =0, 
证 Rmh $3 3 4 RE SEGA D BU SR SR OE, JP HOP 
s B lcpnyd gig. XR CAOQs ARA {uju E 
„ajj 
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L"([to.£3, R grad J(v)(-) -05, HEZA L AL (Dto, f); R^) 
Aik PxXAE LIRE ER ER ACA Qu. 
t, 34 uc, 
Au) = fu =) AR QUO (C 420, 
BA, u) 20,0(X, u) «0j, 34 uc, 
此 处 QD (O 是 算法 4 的 第 5 步 中 的 喘 象 ( 册 志 了 下 标 ), 妈 
h(u) (0) & — grad J (uw) Q5, 
m | 
GA, WALC, w) — [—X(1—o) [grad J Qu) [2] 
= [F (ut 20) — J 0] HAC- 0) | grad J Qu) I2, 
(X, w Z8, w) - E-Ao| grad J (i 12 
= [J (u+ Mc Q0) —J 00] +Aajgrad J (u) [$. 
E A0, GO, w)0, (A, u) E fp FEE & 28 6 2p 
中 的 不 等 式 ， 现 在 已 易 看 出 算法 44 是 算法 1 的 特殊 情形 了 。 定 理 
的 结论 1° 是 显 见 的 , 故 剩 下 的 走 指 出 结论 2° 成 立即 可 、 ， 
E95, &DLJQ0Q) XE XE SE DJ, FHER HHA, NAR 
J (Qu) C) RACORE EB 1 mE MBEGXT. ERBA 


9, wu) 2 a | 
规定 eO, u) -lmeQ, v», lll eA, e : [0, 025 x L7 ( [io t:l; R") 


>R EEZ gi. IEBUEGRWuC)COQO!1B uE, 5 8 
$(0, u) «0, 另 方面 ， 因 集 C Quo) EATA, SERE ER v BUERER ut 
Ah(GO, Az0, JEU e€OG9, BEWÉdEX0d4EJ(ucTAhRQ)) 
J(u), AT eQ,w0. Hàm u(), eO, wo) 是 单 参数 XC 
[0, A]I T XESEPR EC, ELHE CE aO, v DES, SUL EED 
EF plu) >o, di 
p, 5) -0, H X-p(u), 

. 2ÍÓ » 
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Q(A, p) <0, YG AC[O, p09) 
B5 OscAs p(GO Hh], jt umut ARQO CO(ug), 
y (u) - max] pC%, u)IXC [o, 02 lco, (14) 
现在 验证 定理 工 的 条 和 作 确 实 成 立 ， HtuCOQGs) [f ucQ. M 
直面 知 存在 数 ?9 0, FE, Bp, o) AEZH, WF E 
ee) 70 dii e € (u'1bu'—u|. m si MAE O, o(Q0/2] IUS 


(9%, v) - e. 0| « 202, 


从 而 注意 到 式 (14) 就 得 , ss c[o, LEL], we qil-u 
sa} f 
PQ, u^) <4 yid. (18) 
由 此 我 们 得 到 下 面 的 断 语 ,对 任 一 个 v € Qu Lu! npe ce 
EC v € AQ) WBA 
u' — wu A X hu), ys en, (16) 
HESS E, EKAR, W 0A «o Qu) /2, 则 从 (5) 得 
gug e) =p, v) «T y) «6, 
B v" € A(u') d GO, 320, 所 得 矛盾 证 明了 式 (16) 成 立 。 
我 们 从 | 
lgrad J (w) |— [. (grad J (u), grad J (uyydt 
RROD, EAL, LE kPt o, u HERE, RA 
[grad J G0 |3 RF uC) € L^ 连续 ; MA uc OG) A uE, go 
iM LL | grad Jaio, E es) 70, 使 对 任 一 个 we 
iw idu — ule 有 
«Dij: 
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oci lgrad J Qu) H2 lerad J (u^) M2. am 


取 e Qu) = min(ei, 234), TÆ, H BEA LB 
w € (wu || ml, eet, v! -w TNR € AQ), 
MON, v) x0, (6) OT) 48 
JF") — Ji!) Nalgrad J (u^) 


« —1- p(u)algrad J (u) i10, 


置 560A — T eoodgrad J (2) li, 即 得 证 对 泛 函 了 (w) 来 阅 , 定 
理工 的 假设 条 件 或 立 . 这 样 , 应 用 完 理 二 ， 本 定理 的 结论 2^ 也 成 
X. 

推论 FE Q—(u|lgradJ (uw) —0, «EL Eo ah RO} 
HEBREW QU m Ed uw ut 区 有 dJa. XR OQ = 
(«|J QJ Qu) RE SEA, WÜriWRH:A EpFEHEDUJGSE ERU (uid 
D ge Pe gp E Bg) us cQ. 

证 因为 CCwo) 紧 致 , 放 Qu DON ON. XR, B OG aT 
见 {7 G2) 单调 下 降 , A O (uo) SESCRI J (v) 连续 , 故 必 有 

Tw) > —eo, M4 ioo, 

Ut ul, v" dE Qu) EXER, Hu vu", EHE UE AL Q8 v 
Ja). BRE, JE TRUE RI 2 n DL u' v' CQ, BAS J (Qu) 连续 
Rl G8) Y WE SUP. JL, HODIE 

J (Gu) —J,—J (uy, 
x GB BM. HEF AEREE. E 


zj 题 
1 给 出 线性 二 次 型 最 优 控 制 问 题 , 状态 方程 和 性 能 指 禄 为 
s DIR 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


[sie m & €ts, 41, 
S5) xs 

T0) = f EO, RO (00, Qu) Tas, 
Eirci, ucin RE) MUH ÆR ETER EOL C), 
AC, BCOSIVES. RETA TEIE A AAE, HER HEER 
HEP {th c S8 O e ed 8E RI — 1 e P h, 


2 求证 消 趾 算法 4 第 5 步 中 的 不 等 式 的 数 入 必 存 在 . 
3 试 设计 出 一 个 计算 满足 算法 第 6 步 的 不 地 式 的 数 丸 的 算法 . 


§3 牛顿 法 与 边 值 问题 
庞 特 里 雅 念 最 大 值 原理 是 最 优 控制 问题 的 必要 条 件 ， 从 计算 
方法 的 角度 来 看 , 这 组 必要 条 件 是 一 种 特殊 类 型 的 边 值 问题 , 故 可 
用 求解 微分 方程 边 值 问题 的 各 种 方法 来 求解 最 优 控制 问题 .本 节 
将 介绍 如 何 用 Newton 法 来 解 最 优 控 制 问题 . 
我 们 先 考 察 求 通常 的 单 变 下 o 的 方程 


g(x) —0 | (1 

之 根 的 问题 . Newton 法 的 基本 思想 是 ， 把 求解 方程 \ 届 的 问题 转 
p- y-g, - (2) 

y-0 ` | (8) 


之 交点 的 问题， 对 上 曲线 y=y(w) 用 一 条 直线 去 近似 ， 然 后 求 出 此 
直线 与 直线 y=0 的 交点 ， 以 它 作为 (2) 各 人 3) 之 交点 的 近似 值 ， 县 
体 地 说 , 设 已 知 方程 (和 G8) 的 解 的 第 0 次 近似 mo, DILE d Rv 
g (2) 3E (zo, g(x0o)) 上 的 切线 

y = g (ao) Hg (vo) (5 — wo) (4) 
来 作用 线 (2) PRO EE, 于 是 , RERO 与 直线 (3) 的 交点 a 作为 曲 
£k (2) 和 直线 (9 的 第 工 次 近似 , 即 os 满足 

. ZÍ9: 
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9 (ao) HF (ey) (e — 9) =D, 

EUM LEE XE — XL ESL PS). $01 次 近似 as 满足 方程 式 
gn) 4- g Qm) (241 2m) 70, 

V (GO) * £36, 则 得 


$,,1^2,— [g (22] 7 g(o). (5) 
因此 ， 求 解 方程 (的 问题， 就 转化 为 按 公 式 O RIMAE A (in 
的 问题 了 . 

上 述 思 想 和 方法 同样 可 推广 到 求解 如 下 的 珠 数 方程 
G) =0, | (6) 


HiAk G. B—B, B 是 Banach SEL jEGLG(-)YEs 2€ B Ei 
a ( 9052) Cyn B si B MREZE, 它 满足 

( (GG) - ac) - £8 09- 

Pi dg 

此 处 1.1 天 在 空间 B WH, 3G (2) 2S 2879. (92) 是 G(s) 在 点 
的 谱 量 4G —G(ser502 —G(z) X T £d ROPEGE Gm. 设 
(2890) stes (2582) ^ Cygese nies, 与 上 面 求 有 
RUE HER OD 药 根 完全 类 似 ， 为 解 函数 方程 (6)， 可 应 用 Newton 
法 . 即 把 GOE i REM e 上 展开 , 取 线性 部 分 ， 


MA Oe) s (0) 
J 


GG) « GG) + 959 (s s) (8) 
方程 (6) 的 解 的 第 5 十 工 次 近 做 msa VOL Ga) -0， 干 是 得 
到 eua WE 

GG) 3-28 C9 (esi 一 二 一 0， (9) 
Rl aaa ARA (8), 8 Ba 一 sa 一 su 也 可 把 (8) 和 (9) 写 成 
* QD + 
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AG z) — G (a 82) — Gn) 2 9G (9, (10) 
G (24) + 9G (z) 一 0， (11) 
Eb, 为 了 求 方程 (6) 的 第 5 二 工 次 近似 解 zu BEREE GOOF 
n2 DEDE AIG 的 线性 主 部 SGG), HE, XE 
AE (10), 然后 令 式 (DD 成 立 而 求 出 点 uu, 可 以 认为 它 使 GO) XE 
HEFTE, MM nn 是 方程 人) 的 近似 解 . 在 GO) 满足 一 定 
的 条 件 下 , SESX CO) ELBU CL) gii t ig Fe (2$ 3Eu sg C M. o: 
Ar Eb RJ UP 义 >"), 设 其 极 根 上 成 是 #* 划 由 于 己 设 8(*)， 
(Zo 连续 , ARCOD GG) 一 0， 从 而 获得 方程 (的 
j, 由 上 述 可 见 , AR eS RU R8 (0) T] ARE, Newton Aa ER FA R 
形式 ， 
”算法 1 (Newton 法 ) 
3B 02b ”选取 一 成 wwEB. 
$51 $0. 
52: dA Go. 
5B 32b XDpGQ)-0d£u APEX 4P, >» 
第 4 步 RAA CIFA Z4. 
第 5 步 Misit BEP., 0 
下 面 我 们 将 应 用 上 述 的 在 Banach 空间 内 讨论 的 Newton 法 


来 求解 最 优 控 岗 问题 . 
现在 设 受 控 过 程 的 状态 方程 是 
oF su), itELh, 4h  — aA 
elt) =ao gE) — (18) 
性 能 指标 为 
IUC) = V f*G, 20), udt, (14) 


221-« 
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此 处 f: Rx RMR, FR x Rex ROI, gr RR, (sim), 38 


于 x 和 和 连续 可 微 ; f*o, S, n E EE E EE TE: 
Wt 型 在 民 EE ICE ost Los BAR REN u ELA 
LCi, il: RY Ip RTW BRE L2 8 
最 优 控制 问题 ”选取 容许 控制 w(-) CLO, 个 相 应 的 系统 (12] 
在 如 时 刻 从 mw 出 发 满足 终端 条 件 f) - 088 8 & aC) ~ 
c(t, u) 致使 ， 
T (u(-)) = in OC) [olto V) a, 
giaa, V) —-0, e(. ELY, 
根据 最 大 值 原 理 得 知 , 车 uC') 是 最 优 控制 ,z(-) 古刹 应 的 最 
(LULA, Weder 加 = 一 ( 即 我 们 这 里 假定 为 非 退 化 的 情形 )， 
V(2 一 Ch) -, WOT 满足 方程 


Z pa- aft, wl ec, uW) u(t)) 8 u 2. u(t)) e). 


XERRI, D EM 存在 向 量 8= 
(e, fa ott €a)” 使 
8g e) 
b a) MUSS. RE e 


TRA de EA E Do, 可 上 几乎 处 处 有 ， 
A, PE), 2C), u(t)) | 
一 ma Pt, P, alt), 9), .5 


此 处 | 
BÉ, p, m, wu) fO, o, u)-- b, F, v, v). 
ES, (2, (2, u( 3, AT HEET XRISECUEHRR AU AR. 在 iE 
lto, 4] 上 
zo [^ flr, ola), vo)) dr ot) =0, (16) 


" DO a 
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Fb AI oC. 


g Gu)» =0, (17) 
geo) e+, [2p oe SNR urd } 


_ Of, e, p db (o) de — b) —0, (18) 
.. Of" (t, slt), u(t)) ef, mt), ut u 
of" A UE E ir =0, 


EM " | | (48) 
项 一 个 式 子 是 从 最 大 值 条 件 (1 相 对 AG, d, m, u) KFU RAN 
推 得 的 . 

现在 , 我们 把 (16) 一 (1 引 表 为 方程 组 

(Fg =0 
的 形式 ,此 处 昌 :B->B, BE Banach 空间 。 为 此 ， $B- Us Es, 5] 
X C. [fo, 54] x Lx R*, O,[fo, HÆ to, &]— 8" 的 连续 函数 空间 ， 
Bers (e, PEO uCO, 四 了 为 如 内 的 点 , 记 
lels — EQ Sup MOIS Sup. [0 D+ lvl 
t [e jv, 

WEE. Æ Banach 空间 . 

SES ARR. E fo i E 

Gie), PE), vC), D A 


=a +h fC, ol), udr), 
Gs, C), uC), 0 () 

- 2e 89) e |. [ftr atn a 16251 

ar ee ie Cinco) — 


Galw), CD, uC DHD 
f a), «(0) , Of(t, s, uD) 
$C UO o0. 


. 2205 , 
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iE M, 
G(z) =G lwl), PO), uC), 6 
Gio), dC), uo), e) 
GaC), Qi), gC), e) 
Gal), PC), v(2, 0 T 


gio) 
MRG: B>B., Hi, i MEME 于 在 Banach 空间 B 
内 求解 函数 方程 
G (25) —0, 


Am9GC) 是 吾 内 的 连续 可 微 通 数 . RUE NT m eE EIU 
Newton 法 ,求解 此 方程 转化 为 求 近似 解 序列 {aj， 而 为 了 求 
H e B6, UE JE NOR H GG) 3e T s a PR PE ERR SG GO - 
(80.20, Baale), 8Gs (5, 89)", 然后 建立 相应 于 式 (11) 的 下 
xk ide: T H: 

G4 (2) + 5G, (5) —0, 
Gala) teel) — 0, 


(20) 
Gag) + 8G s (2;) — 0, 
g) + 8g(z;) =O, 
现在 计算 G). MOX) ME 
3G e) — lim S EE — G (2) 
广 意 到 zu), vC), uy), e), 
Bn, m vago gom (Om), OW), Ou), 0e) *, oS ER S, 
于 是 


86, (2 — - Ga 本 soe]. 
-| ef (v, a, AESP Ba) 


" 224 + 
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(£f. ala), n OY us) Var 80, 
| E (21) 
GG. e) es -J2 Ga " s] 
45) x, f 8 29 (8). ,1Y 
-| e|) Bae 
fiv, z(v), u(v)) 
" f ffr, nus mn Bii Gr) 
- (A [ me ao, (3402) ZOJ D Sa (v) 
a b ) (TF) 
-(&. [afr Cr)». wem gy, (v) p) Bu, (v) 
(Dn hiv, ola), (0) ) del) 
(SE of n 00, n (Y) 90 ja 
— &ib. (0), (22) 
8G.) =|- Galated] 
PP, m, mm) YT 
m as ie ) Oa. (£) ; 


ey, (D: AESP, "Sen O 


NEIERE " AON rol sali) 


+- e | ef (1, «(o us E)) TAE D Su Ct) 


~ 
E 


ej (£, CE), 2n ilit 
E - Em OU (D, (23) 
8g (n. 19) = [D gto t) 69900) | 
Oo (2 £1)) d 
- (2959522. So 有。 (24) 
+ 225 : 
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E fj PA 中 om (E) = Fii (É) —a(), Sd) E rz lt) 一 JS, 
Su (E) = uua (P) 1 0), Oe eua 6. Xe (21) — Q4) TUA (20) , W 
得 到 关 丁 求解 最 优 控 制 问题 3) 一 (9D 芍 近 似 解 序列 (ur, mo 
GCh WEC C), e0 芍 选 代 方 程 组 了 ， 

下 询 将 进一步 把 (20) 简 化 成 关于 02 (2). T Og CO BG AOPO 
的 微分 方 程 组 边 粗 间 题 ， 为 此 , :对 方程 组 (20) 两 边 求 导 ， 注 意 到 
G (4) II 5G(s) 的 上 述 诸 具 体 表达 式 ,整理 之 即 得 

E ZAC -( Of (t, na 371429. ) 90 


AA B u) 

HICE, G), OE (20) 
4 ono - [Es a), no) 
of 1t, A. t CES) Ji ejr EAE 


_ 9f (t, m 2, inm LO 


p 


HE ra a, w) 
-& [4f 2Q. «0. wo] outo 
4.2f 5, 24D, Ww) C 
êf, a, CAOR KE 4.0), (26) 
| PG, m, walt)) 
z 2. | 2£, a6 Or WI 4 (y IF "CH 
4 Sf, mOI, uU n m 54) 1 - | 2. J^, 2,0), 1) 
. 295 。 
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cR [ 27. a wu C£) ) i.c DE suco 


-2p "ORTOS gt Da (0). (27) 
x 27) EB Bas (0) p CO B d 假设 从 

(27) 可 唯一 地 解 由 。 
S 5) = D. (2) 8m (0 + ME 8] 0) + NL CD , ` (28) 


此 处 D.) AOE LAOL He Som (D, s) RC CO 有 关 的 
— 则 把 (28) 代 入 (25) 和 (26), 整理 后 可 见 


ED TO = A; (t) dr) + B,CO SV. Q) +E), (29) 


E Bb ty — CO, G)82 0) + DD DD + FCD, (30) 


其 中 ALB, or D, B, fU, HIR TORRA OE, ule) I pL 
X. | m 

Hx) GG 4050) 的 具体 表示 式 ， 从 方程 组 (20) 可 见 
ba(t), 4s C FOL UAR T 


Gin, (19) — Rio, GT EN dr) = Eee s | (31) 
BE HY Ot) Sat HOS (5) th (82) 
此 处 00000 GGD- qose DD, s v 


neo (essen 


fto Eo c hy. gi 8g gi), hi = EREDA 
3 (28) — (82) ERF 8a. (t) 5s (£) Slt) M Be; 的 迭代 微分 
方程 边 什 问题， 在 已 求 得 82,302 SU a0), Bui (0) 3 96a 后 ， 
就 可 得 到 a) CO Lus 和 6 于 基 方 各 组 (28) 一 (8) 中 的 各 
个 系数 均 为 已 知 ， 然 后 求解 微分 方程 边 值 问题 (29) 一 (32) 而 得 
Dal), Spalt) 和 se 再 从 (28) 就 得 Bu 人 区， 这 樟 ， 即 可 求 出 
. 297 a 
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SUL) mg) HAV), duit V CE) 95D, Gr = IQ H 
SUC), Gyati WARR, GRUB RA RERA 
件 CLO)- - (18) 的 近 拟 解 序列 a) Js CD s G), 0, $70, 1, 
2, c 内 而 有 可 能 求 得 最 优 控制 问题 (12) ~ GARR, - 

总 之 ， emersit 


nidi c | 
也 LIORS Atiaté eO OLD. | (33) 
E VORIO OESOTO O | BA 
a (to) =o, 人 
Geli) = —g, ” (36) 
Pto ~ Get H(h)-Mh, — (37) 


RE G sxn WREE, H dé sx, gA AREE s Fin 
当 向 量 .。 因此 ， Tid 
41 8f 26. 

o RETE CA ZR RIT EL — 个 困难 问题 , 并 非 都 能 求解 下 
HEET Biecati FA LA (AL) 的 解 加 具体 求 得 的 假设 下 米 
Áo jo | | E 

设 微分 方程 组 (83) 和 (34) 的 解 o (2), b CO HE JE LEE ER 

VOD =s IQ), te fo, 8], (38) 
这 里 EGO) XE nox w ABE, E02) C j^, M] I BE LEE 2X 
TOW = DORA ~ o0) «co 


r OBO- -DOO HORG) - KOR o 


. (39) 
"T BA HR EC) FEG, $C Dio, hl 满足 微分 方程 组 ， 
- 228 » 
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IN 


tec Bae 


pO AC -DOBOL EDOR FO), 
(40) 
de KD - E-&(0)BG)4-D(OWQ) -&G) EGO -F), 
| | | (41) 
则 式 (39) 必 成 立 ; 进一步 作 绥 性 谈 换 | 
TOLES OY 
代入 《33)， eeu 
-As TO "TOU HEO, 
的 解 C), NM | 
| V) - Eo) M) 
是 方程 (34) 的 解 ， 即 这 样 求 得 的 OD, (0D 必定 是 WA RU 
(33)30(24) $9498. PERRO MIO KUAN | 


EQ) —H, Ki) —Ge-r 5h, (42) 
或 为 
k=0, L1) =Get Helt) +h, (43) 
yii id 58 x dB AR TF (D EL. 


这 样 ， 若 Bieoati 抢 阵 微分 方程 (40) 在 终 信 条 人 忻 (42) sk (43) 
之 下 有 解 的 话 , 则 求解 微分 方程 边 值 问题 (383)~ (37) 简化 为 ; 首先 
在 终 值 条 件 (42) i (43) Zr TRIR (40) 各 (41);. 其 次 , 代 (38) 到 (33) 


按 边 界 条 件 求解 wD; REW oG) DO Lih 现 按 此 


步骤 来 进行 计算 . 

我 们 首先 未 解 (40)、(41)， 只 就 边 值 条 件 (43) 讨 论 ， p 
£F K(5) — H. ZT, Ri Riecati fi4) F (40) W fig EG), tE 
[io à]; 代入 (40D， 求 此 方程 所 对 应 的 矩阵 齐 次 微分 方程 


[* L(0-[-E£B()2-2DGO]L), 
Leti) =I 
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BR LG, Ep IE nxn MERE FERIA A) NUS 
EARRA (42) RRR 


T6 -LO (Geth) +E ECs) LF Cs) — E(S9E œas} 


=L(H (Geth) thO, tE (£o, t], (44) 
此 处 | E 


oa LO)L?(EF()— -kG)EG)lds, 


Xu, TBI CIS) Z TR COS) IU a CO, CIENT 为 此 ， 
—— | 


£ z(t) = [LAG) + OLOO BNLUD + ED. 
: (4D) 
RILA BURN PUAE RAR | 
| (LAG) + BR XC), 
(t= | | 


的 解 X C), tE Dto, 5), Xm I nxn B es. 于 是 (45) 的 
满足 初 值 (35) 的 解 | 


w(t) =X (ğ [n J. x E: (s) "T ond 


| s (46) 
fk (44019 IO RA, 得 


ORE OLEN) . x) X^ (s) BG)L (ds se. 
" [ X (HX) LB (5) Cos) Flo (8)) +E (s)] ds, 
Z | (4T) 


eC 的 表达 式 中 还 会 有 待定 的 常 铅 量 e, 这 可 利用 边 值 条 件 (36) 
- 280 - 
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KAE. 
为 此 , zb =h, 且 引 入 记 寻 c 
人 


mal A X (65) X1 (S) B(s) L(s)ds, (48) 
d 


"A d XQ) X (0 DB) Qa) A —- WO) + EO 


IE NNNM I eh 


Var za = f1 d T4 tfe T 
应 用 边 值 条 件 (36) 就 得 EE | 
uw —g-GtTz(h)-— Gort ^v +G we, 
e= — (GTap, GO 1g + OTe tae). (49) 


最 后 , 把 (49) 的 e RAUDA, RE ea), 10); 把 e CO, 
及 用 天 人 代入 (38) 就 得 v), 从 而 求 得 边 值 问题 (33) 一 (37) 
HT SCONTO | 
1 综合 上 述 ， 我 们 得 到 了 求解 边 信 问 题 (89) 一 (37) 如 下 的 
Wk? 
Ei t Riopati 方程 (40) JA AL CA) m =L d D, 
£c EO, TT. 
第 2 , ROUGE entm T 
(44); 
"» LG) P Y jE [ts uM 
”第 3 步 MAAG) pa) 代入 (88) TR IE T a CO 的 非 
齐 次 线性 微分 方程 的 在 初 值 条 件 (35) 之 下 的 解 ( 按 公式 (47))， 


ales X05. «lf XO) X^GB()LGMs lac 
& [| axo X ^) 0) LT (5) +H), 


: 281 
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WS ANS RARUD, 即 按 
e= — (Gg GT24) 

求 出 参数 向 量 e, 此 处 ma, vr aos 按 式 (48) 求 出 ， 

第 5 步 ” 按 公式 (38) 求 出 隶 (D, E [io, 13. 

由 上 上 述 可 见 ， 算 法 2 的 关键 在 于 是 否 能 求 旧 Riecati 7j i 
(40) figi Je M8 A PE (420 z (A9) BRE, CFTE, 我 们 将 指出 ;对 线性 
— UCBEULSE db] B XC RR GE SES LR SPECTET, A FA eO 
Ricoati 方程 的 解 是 能 求 出 来 的 . 

现在 考虑 系统 指 状 态 方程 是 


L a(2) = 42) 3-Bu(t),  t€[0, T], (50) 


4 (1o) = To, 

Medo. TI" B 
JC) -$ CQT), oE [^ KRG), w> 

CH udt, 50707 a 77 B1) 
此 处 ec R", vC) € Z2([0, 7], R”), s, CRP Ars 4B ARE 
nx nd nx m WE, Q A JE wxn Sr SERESETESERE EE, "vn 
Aa 

HuMoR NIE pai i DA I 

方程 的 解 71 B SOR RB EGER EEER JR IT-4- -2 A, MULA 


5. 


V GG) D REDE RS 
(oo gO O, | 0 102 
L4 - Qo ACD, (53) 
$(0) —zo, (T) = — Quz (T), (54) 
—Ru(t)d-BTp(iy-0, —— (55) 
«232 4 
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由 此 知 aC), 网,) 必 为 定常 线性 微分 方程 组 OO 


| -L ali) = Aa(0 + BR? B'4C0, E (56) 
EQ -A (57) 
vO =r PRET .. (58) 


的 解 ， 也 就 是 说 ， 求 解 竖 性 系统 二 洪 最 优 控制 间 题 (50)，(B1) 就 
转化 为 求解 (56) 一 (58) 的 边 值 问题 . | 
AM E die) EE ELES V Hj E ITE-4-2. np, 相应 3 342 f& [3] 
题 (56) 《57D 和 和 (58) 的 Riecati 方程 是 
EC 一 — ht 4k) BRB ECI) — AKC) +Q, 
PD- 0 (60) 
下 面 我 们 将 指出 , 完全 能 求 出 此 Rieoati 方程 的 解 ， 从 而 按 等 
法 2， 就 可 求 出 边 值 问题 656) , (BT) 8 (B8) 的 解 (0, CO, 即 线 竹 
二 次 型 最 优 控制 问题 (50)、 (51) 的 解 了 . 
(o HORDEO) AE UD 是 线性 齐 次 微分 方程 组 ， 为 求 满足 边 值 
(55) tod EESESCOL ICA EE n EYG, v), tE 
[0, T1, Y (v, Jes I 2nx ?n 单位 年 阵 ， 记 
Y at, v) MUTO 2. 
| Zt, F) Y ss (1, T) 
feb Y Eaxa TiM, pe MD HE EN — 个 
fi Ge QD, UD) 为 


Go) 76 Ago 


其 中 ier HEIER GGO, Pr), WA 


k MN 


255 
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[o —Yaut «e tr Yat, Dir, " 
PD =F aut, Teir) +F aag, v)dr(v), t£ ve [0,7], 


: (61) 
Wt (e(D, 900) ER XR ACE (O8) (08 2 SCIENS, RU 
0 —i CP FQ) | 
= [QE Au, &)- -FY a T T)bhr(c) 
cETQGY is CI, T) HFa, tue 
EX v DA é, T | AZ 
K (ibt) = ~ {QT dS Ü ES Fn e 21 nde £€ (0, T], 
" ^^  - (83) 
(^o EKQAQYSG, Ya, D, :€[0, T]. (63) 
显然 , 若 KO, 1C [0, T], E47, JW X, (62) 可 写 为 TO BEA 
p= Hoa 1€ S T], | (64) 
此 处 l s B 


HOPSS eO Qa, D+ PaP, 0], tE O, T]. 
T, em 
WA Xe (D, (€ 0, T], 4E339 ,出 微分 方程 组 (56) 和 (8 K 
足 边 值 (58) 的 第 二 AWAR (s(D, (D) 中 ， P 必 为 2(#) 的 线性 
齐 次 形式 .、 又 易 推 算出 :车 (w(t), D) ERIE H C6) 和 (57) 
HR, EL PJE C) KIFER APEJE (6 BR RI EGBA Rioeaii 
方程 (59) 的 解 .注意 到 Y (T, 75 T, 对 式 (65) 的 ECO 可 检验 得 名 
| k(T) =- Q. di 

这 样 , 即 得 

定理 1 dPK(), (€ [0, T], PRR, M Rieoa 世 方程 (59) 必 
有 具 初 始 条 件 (60) 的 解 (65). 

TENEN, 4 tE [0 下 时 ,下 OMEKA, 显然; K (T) ~ 
n 284 a 
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YT, T) Jj axo PRERE, WOWJESGRR). 下面 只 要 指出 ， 
a £C[0, 70 pr, K (0 ydp AES BU EI. RATA, BPE 
ji € [0, T) fit det Ee) 0, WE OEC EE EH 
K (t) -0 

TERERY, MARIRI A IPRUB (0) 38 RD dtp Y SERI fb 
IEA O, 入) BERGO, PH), +E40, 四， 它 必 定 不 是 平凡 
H, HJACGDA, 

BO Ya, T LL ln 

PO =Y alt tA", n [o, 7], 
fx np, 

QC) (D) QY CE ET Y ST, ov 
—KqW-0..: (60) 

5 —7i B, 注意 到 微分 方程 组 (56)， DON ABCTAREU 
特性 , 可 算得 ; 


1-60. EOS 40, Qr COD OP CO, BRB"), 
ET), =|, EO, EO 
+O, BRABO. GP 
用 式 (66) H (0) — -QD RALEA, 并 注意 到 Q, Ql 
BR-1BT 均 为 正定 或 半 正 定 , 即 知 : 恒等式 (67》 的 成 立 必 得 
«n, Qux (M= a), Qi QbQ); BR 3 BC)» —0,. 
$ € [6, T], | 
从 而 必 有 
Q.zCD) -Qx(n- —BR-3B"O- -0, ic [0, T1. 
k, GAH, TO 所 满足 的 微分 方程 组 (56) 38 (DT) NUES, 
a MAD + 
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TE - ARQD, 
SED SAT. 

从 而 

(2 =z expli] —0, | 

b) =P exp{ -A =pexpl- A70, — sc fo, 71. 
PE GEL Q0, Bol UD) v0; BAREDE (66) 8g 9 d (P) 一 0， 
HHB-GOEWEBRT K (230, :€[0, T], M i 3 FIR 

THER 由 式 (63) 所 得 的 下 (D, (C (0, T1, EESAN 
综 上 记述， 线性 二 次 最 优 控 制 问题 相对 应 的 Riecati Jp 38 k 

解 是 可 求 得 的 从 而 算法 2 可 以 实现 ， 


$4 PLA OR De b I 函数 方法 ， 


实际 问题 中 , 控 前 和 状态 汀 带 是 受 约束 的 。 下 面 我 们 考 起 宙 
分 方程 组 
Fr OSG oO, uO 
{ | í) 
二 (19) = Ep 
和 性 能 指标 - 
TD TG sd, we, 7 0 0 


ESRR XR ">R", PIRxEU"xR'SR 是 连续 的 ， a2. 
a Oo 
DD 2L qu DL 也 连续 ,io, 有 和 wo 认为 是 给 定 的 . 


SERBIAS Mel) CLA o t), RT) BARTH 
TPYTLITITNIIUCOELIOLIIOLORO) 
w(to) 一 wo, TLZLETLLUECLDLLAI TITO 


«2286 » 
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EOM. 这 些 约束 是 , 当 #E [io TR, | | 
gao) =0, (8) 


a uw) XO, + | (4) 
r(t, c -0, : | O 

no Hi, a(D)XO,- e 5c 25 t) 
mA v1), u(t)) «0, ECT (7) 


这 里 g: RSR, g: LX R7—R^, v: RXR”>RY s: RXROROR 
wx RxR" >R’ 均 为 共 变 元 的 连续 田 数 . 

这 可 提 浊 对 控制 志和 状态 w(*) 的 别 种 形式 的 约束 ,上 上 上述 
eh 
In NE 

inf(J (u) lul T HE T P PL 

gelé, u)) —0, qC, u(t)) «0, rG, w u)) —0, 
s(t, c(t, «0, “0 wkt, wu), Spe 有 ,和 [io, il}, 
"OMM (8) 
此 处 e(t) —-e, mV FCD) 的 解 ， 7 了 (四 是 性 能 指标 (3) 

对 于 控制 和 状态 均 不 受 限 制 有 时 的 最 优 迫 和 制 问题 , 在 $2 各 33 

中 ,我 们 兽 把 它 转 化 为 等 价 的 最 优化 问题 ; . 

mind (u()0) i) EDLY, 
然后 用 宰 度 方法 或 牛顿 法 求 其 解 . 此 处 ，， | 
FQ) = EP 2G, nC, ut; 

e(t, vt: “)) 是 微分 方程 (D 的 解 ， 对 于 上 述 约束 最 优 控制 辣 题 就 不 

能 直接 再 用 $3, 83 的 方法 了 , 伺 人 们 有 有 然 地 考虑 , 是 否 能 把 问题 

转化 为 冰 解 无 约束 的 最 优 控制 间 题 昵 ? 旱 让 四 十 年 代 , R. Courant 

就 兽 在 普通 微 积分 学 中 , ARRA EGR Pip) - 0C0P(p)2:0) 

Hiis de DC 的 梳 小 值 癌 题 As tm 76 £y R3 RR 3C OLG) 一 
( 287 » 
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SQ M EVO) BI INREIRBEE A 在 一 定 条 件 下 ,问题 As DAR, BD 
TOMBE m, FUE FE EUR ER X po 必 为 原 问题 4 EUR ^h ff 

A. 人 这样， 把 求解 约 东 最 优化 问题 转世 为 求解 无 约 昌 最 优化 问题 

HEX E GCUCeUEBIIBUEMCY, LEMBRA F PANDER. 我们 

FAL, EPRD AA PRAE SAR a L o 4], EOAR 

解约 束 最 优化 问题 ， 然 后 应 用 ER OT SEU 

ir] RA k ， SEL 

E BELT ELE HB Se De IE E CE) ~ 人 转化 为 形 如 人 9) 的 约 

束 晤 优化 问题 了 ， i ca ecd 对 于 GG) 

“六 的 各 个 约束 , 记 

B ut. ) luf jers, ; ge», ut. »- =0, f, 


! (9) 
= iu) idend q(t; v(D) «0, aot E [to tl} 
C19) 
Bye iC TS mors, a id we D- =0, a. e, £C [to, a] }, 
， (41) 
B= (u(* »lut- JEL”, s(t, ot, ule »» 
«Q0, aot € [fo, fa], ! s EE I (2) 
B. (nC lu C) EË à, ot, aC), «e 
«0, gefClo til) ^ ^" ^ (9 


可 验证 得 Bi 5=t e, 51323 Banach 2x NL AL to, td, 
R”) PRESE, XXE, 对 满足 人) 一 NL -种 或 多 种 约束 的 最 
优 深 制 问题 可 转化 为 研究 形式 如 下 的 最 优化 问题 求 o 
(OP) in WO ED, uy EB}, | (44) 
此 站 J (uw) ERLI R ide de, B 是 D^ RAR. 
下 而 我 们 从 绍 求解 Banach zxBl 9g 2931 [46 la ECL fS 80 
« 993 4 
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EXC. 
记 
J,—inf[J(u)luc B), Jo inf(J(u)|uc L7, 
车 刀具 非 空 内 部 Bg, 还 记 
| J — inf(J u) |uc B], 
ER, JosJ. SJ. 右边 不 等 式 只 在 旦 非 空 时 出 现 ;' BUGESR US 
yo 是 有 限 数 ， 

PA w € B filt J (u) 一 J mp, uu, AORN 5 bR, 
v, C B h, IR u COP) i ERR. 

FERTA MIREN ERIE, PER 
52 CEDE NERGBBHISXCGESRDI Mi, dE] 9 0E NE HR 
SAFAR GCSE BUSERE APT PRUBCRTPR T0 o8 3t, 其 余 的 则 两 
3t e e JB CER AGER n2 ALR ROB B — RP E CU D. 

定义 1 d B[B]dkz LRA F Ej AYE OG GS XO 
{p(w)} 称 为 关于 集 吾 的 内 [外 ] 罚 函数 列 ， | 

i* ge BUL"] Eds 

2° x LJA EA ou 35987 


mE limp) = -0 
a 对 任 给 定 的 X 3 (ud c BEP, y. LC OBELA B], 
3f P3XOR SE, 
Jim 1 gung) s pni] ec 
1502 
Jil 25 s Jp 89 CER] e [Ac P [e] RET 
(UPD, —inflJA(w)|luwcB),  à—0, 1,2, e (15) 
(UPE)  inf(J,G)luE€L"), $—9,1,2,-, (16) 
fut 
| Eu VQ) Iu) Tg n), M e 0, 1, 2, "tta (17) 
t 259 9 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


ia J,— inf(J,.G)|uc By, 
J= int d Go |u ELY. 

在 ,的 定义 中 ,显然 要 假定 Baz. 我 们 还 给 出 ， 

假设 ZH] Ek BEP] NEERA me, cJ (I)e 
JD), BA ZA ul I OST), «vc L7) 是 紧 致 集 . 

平面 我 们 首先 证 明 £g choke 4n Mp BL CCP) 30 35 289 9 R4 
化 问题 《UPT E(UPE)]], £—0, 1, …， 的 解 存在 ; 然后 讨论 
(UPDoI(UPEX], $0, 1, --, 8518) 7 Cu.) 的 收 化 手 问 题 : 最 
后 提供 若干 充分 和 必要 条 件 ， 钱 带 罚 函数 的 无 约 东 最 优化 问题 
(UPD,[(UPE)], $0, 1, 2 的 解 序列 fu} 的 性 全 聚 点 必定 
是 惠 来 的 约束 最 优化 问题 (epP) 的 解 . 这样 ,就 把 求解 约束 最 优化 
问题 转化 为 求解 无 约束 最 优化 问题 序列 ， 并 厂 究 其 解 序 列 的 收敛 
性 问题 , 从 而 原 约束 最 优化 问题 得 到 解决 ; 这 就 是 罚 琴 数 方法 的 基 
本 思路 . SF, RIR ERREKIE TEE 

易 证 得 | b 

引 理 1 RAF BEI WR es "T 

inf J (uw) — min [inf J Cw), infJ Qj. 


引 理 在 假设 卫 HI RETF, (CP) BAR, HIER 
ER BZW. 

证 Ek MET, 假设 HosokGn, HARE BR H 
成 立 的 情形 . 因 B 一 CBN2)U(BNO2), OZAEAZ, KAIA 
工 及 假设 H BS "EIS x 
| inf(J Gà jue B= ant G)iu€ Bn 
WiBOZJ5 sicht TAE, BOER R, ATOPA, HA 


在 BNZ 内 . i 
Spes XggZLH]IW POARTE HAGN 
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两 数列 ,出 yo. 了。 了 和 JL ROSTRUS, 县 有 关系 臣 ， 
Jd o] < im: JUS lim AJ. (18) 
证 “注意 到 p- Z UO, sp 1 XE ALRI Bp gs 
J,—inf(J(Qu)|uwcL" 
= min(infiJ (u) [uc Z], ind (uv) la c OZ;) 
o. =int{d GO we Zr. E 
I Z ECSUS J Q0 连续 ,页 Jo BARE LESA Y cpm c 
EO $8 Jod, d FERA pk 非 负 ， i uc BB), 就 每 
inf J Cu) [int Z()] SiniJ, Qu) [inf Jw] 


s G) 4 ax», 
Bp. J.A o JI mJ QD Rp D) « o oo. 
办 此 , JE E TRR SE, GRATKA EP TEE 2I, 即 得 ， 
J ds lim lim JE < lim J,UJ m 
TENE Jk BL WE — 点 ,就 得 证 式 (18B).- 0 s 
ejm pu EL, imu) EAT B 的 内 aH 
THAER, IHF AN O0, 当天 一 有 H, D 4 
EF II [uu BE—HEnaudBD. 0 0 o0 
证 “在 集 关 [ZE 内 到 点 集 US 
OA ul J Cu) cpu J Qu), uE ŠIE], ġ=0, 1, 9- 
METE icd 2 H, 存在 N>0, 4 i> N i, T 
J (i), BB v! €O, dc CO AES, P iN. | 
o MEO 是 紧 致 集 ， 首 先 , A OI.CZ, 从 而 C, Zn BU). 
其 次 ， 可 证 万 ER, BRER GO upcus, RUE w CC. HD 
可 ， 注 意 到 ,CZ， WZS, PA €Z. nop J Qo 连续 和 
piu) xk BEL") 内 连续 , OA J (ug op Qu) mJ QU) REL Á— 
Jon) t Him g.QpipQul«J(w), NM. (19) 


b 24 E d 
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Epl) BIHARRA, 则 由 上 式 可 见 wEO:， 从 而 0; pn Ae. 车 

pu) RR THEO, HU uu COL B, d u.c B, Meu, RAT B f 

内 部 RAT BHUR OB, MELER. (id DINH HER 

9^, REER u, C OB, 否则 | | 
"CN + lim Qu) = +o, 


H3 (209)3820)8, BODIE Ww CÓ, MT EO, BO 是 闭 集 . 总 
之 , 0 >N, ERAR Z PR TAR, ie C, 也 是 紧 致 的 ， 
K B- 07 0) L7 U (2/001 93 1 our | 
A[/J-inf(J,GO|w€ O3, iN, C 
由 于 O, 紧 致 , 故 0; 中 存在 点 ww BE 
Judi], iN, o (20) 
Ep CUPI) [(UPE)] 在 O,C B[L"] WEN tn, PN, 
现 证 (w) 药 所 有 聚 点 都 属于 集 B. KERETI mE2， 
故 解 序列 fu BARA. WE 几 是 其 中 的 一 个 素 点 ， 出 存在 0) 
的 子 序列 , 仍 记 为 (us), ACF wu. EE u€ B. OS D] ER 
ERA, UI JJ, e; € B SD fu, € B. 3E [p GO Y JANTES CP, T 
wEB. A33 3 知 序列 {J Qa) os Ua HARER J, RAW, 


BA T en CET HET 
Jim pilus) = +00, 
ES | imet MM 
BrERZRRERWEBH Y wc B. E ls D 917 | 
THW UPD,[(UPE)], $—0, 1, 2, Ba 
解 的 关系 . 


| 定义 8 bw, JE COP) Sft, 若 存 在 点 列 (ug, u € B, 有 性 质 
row 则 称 能 从 集训 内 趋 近 COP) 的 解 ， 
+ 842 e 
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NX S Jiu 中 的 任 一 收敛 子 序 列 ， 仍 记 为 tup MRI 
视点 Dor 使 有 关系 式 | 
Jim 7, (7 = lim Jn) mJ n) mJ (21) 


Hob us, (UPD[CUPE)) 的 解 8D fs d» coo n CUPIS, 
[(UPE)] 等 价 于 (OP), RÄ ito 时 ， (VPD: RUPEJA Er 
[388 (OP). l 

MEELTE, Fiton, (UPD; KUPEJÍ AE t 
(CP), METE (UP) [CUPE),] 的 解 序列 (s), bx ud 
出 (OP) 的 解 , BIR (7.042) 或 G2 的 极限 而 求 出 Ju) 
HAE ft. 

sb ”车 假设 Hm, 则 (CP) 有 能 从 P Pf toi 
XH S=., 

证 ”充分 性 SEH 十 成立， ik Bn Z 非 空 AB- (BN 
Z) U GAZ) 可见 了 -inf{J(w) jue Bn Z), 从 而 存在 序列 fu 站 
Adi. 使 

dim J (uj) - 4. | (22) 

EZ 是 紧 致 集 , 故 {zy} 必 存 在 聚 点 且 均 属于 集 B, 任 取 其 中 的 一 
4738 8 wa E a) RT ww， 这 样 ， AOD, e d. R JG) 的 


连续 性 就 得 ” 
J, Bun Jim J (wu) JG, 
m v, 是 (OCP) 的 解 . 
必要 性 WOP) BE wu, AEI (uj) c B gi, TJA JG) 的 
XE SE TERIS 
J« Him JE (ug) = Qu) —J,. 
但 显然 应 有 ues <J, 从而 天 J.. E F 
引 理 6 EMR Bp asse, n BSB, J 一 J,， 此 姓名 
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是 总 的 闭 包 。 | uos 

iE ieu ARE COP) Bf, HU 了 (Ce —J,, wc B, WE D— B, ik 
wu, 的 企 意 小 的 邻 域内 均 包 含有 B y s OE E X mu, uu € 
B. 于 是 JJ (up, MI QO B3 £k 性 得 JSI u) =T. 但 应 当 


有 JJ, i J. ad. | E 
此 引 理 为 我 们 提供 了 一 个 判断 J-J. o COPY 有 从 路 内 赵 
近 的 解 的 法 则 . 


定理 1 车 假设 H RY, (pi) 是 关于 TA TERRA, JU 
M doo Bf, (QUPD, 等 价 于 (OP) ERREA RI) J= Fa 
2) (OP A B PER. 
证 充分 性 从 引 理 5 知 条件 1) m 2 等 价 ， 故 只 要 证 明 条 
件 1) 的 充分 性 即 可 、 —— 
93138 4 A1, CUPD AAE us, FREA (us) HEA TR 
JH us € B, (aid usus. 本 是 ,从 ORA 的 连续 HE, Pu) 的 
TRER Ju) =A, 3ERENE S RI Ea 
Jaw d (uu) im F Wis) Hm s d 


$E 


| = lim Jin) <J, 


这 样 ， 从 .| . 面 的 不 等 式 立即 得 知 条 件 1) 和 "P 是 当下 > 十 co 时 
QUPD, 等 价 丁 (OP) 的 充分 条 件 。 
必要 性 B ws JECUPD, 的 任 一 个 解 ,wx 是 Gu] 中 任 定 的 一 

AER, BLADI uus, WAT CEA HERI (2D c 男方 面 , 因 
u, C B X pu) dk t, 故 

| JJ (Win) SJ gu), 
RA, A — JG), WBR S 就 得 关系 式 

人 


» 044 & 
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3m ism etse J- J.. E 
定理 2 HRB H 成立, no) 是 关于 8 RIR, DU 
当 doo pj, (UPE), 484 T (OP). 
证 ”从 引 理 4 A, (CUPEN AE us C LT, E {ww} 中 的 企 一 个 
NON uw. CB, AREER, DAA ous. TE, AU Q0 E385: 
TE, pu) RENHA J iQ) v7 J, PES sp S 就 得 关系 式 
J FS ) = Him Jn.) Um Him 2 J Ge) 


OX im Ji ORESTA 


EERS, — AMANE. | 
O AUER xi En] BG, 04 tee Bj, (UPT) {CUPE} 等 价 于 
SUE JS FIR XA ELE RCHIIE ULEE A PEE. POUR 
说 则 是 无 条 忻 的 . 

MERIR LRN MEZ MR MS 
sx BE COP), 就 莘 下 去 具 休 地 构造 约束 (9) AART. 在 
M 22 A f (D ~ (18) 中 的 约束 时 , 人们 民 需 权 仍 除 那些 不 易 
处 理 的 等 式 约束 或 不 等 式 约 来 , 而 不 必 去 解除 全 部 约束 . 因此 ， 我 
们 将 逐个 地 就 (9) ~ (13) p B p SEHR 3E D] in I. | 

对 于 约束 (10), Mi B. RPTE REAA ELTA 2 4 26 
TR Ba 的 内 罚 函 数 或 外 罚 画 数 . PUn, 32 m 


pa- [3 $; axta (e, (0), Oa el. 
BJ uc Bs 时 ， LAO 一 0 u€ By 时 p 670, Bh 
WD) = pe, i—0, 1, 2,- 


ae>0, libr] M, (p QD) RATA B: gx ide, XAA, Wi Bs 

Eo, u) — (aC, w), e g? 0, w)), uc Rn, fp HEAT 31 3, 

BEES EC M AO, Wi- Midi dO, j=l, 7, B, TEXE DR 
PRU 
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PUC - S tog (LED, we) € Bs 


ER P=, $—0,1,--, uE Bs, 
8,70; 下 验证 得 知 (pi Qu) T 是 关于 集 Ba WA AASA 
ATHRO), EZ BR 


P= |. Set, oC uC di-- galt 1€)", 

到 WD = p'a), 0, 1, e, 
8,0, 可 验证 {pi (2) 是 关于 集 BN Bs 的 外 罚 卫 数列. 

同样 地 , ARAD 8I C130, 可 以 类 似 于 对 级 束 对 的 的 处 理 方 : 
法 而 分 别 地 构造 由 关于 集 Bs 和 集 Bs 的 外 罚 函 数 和 内 罚 函 数 ， 洲 
TORREA EAR) MOS), MTERA RART R Bsf Bs 的 
外 罚 函 数 和 内 罚 函 数 、 例 如 , 外 罚 函 教 可 取 为 | 

st 02 7-1 ("TSyonoxto, st, ott, DDA 

xS vax(0,- w(i m, D, «Dje 

a-0H &,—»0, 内 罚 函 数 可 取 为 ， 


i6) 7 -a fruc e, nt, 0» 


| + 六 og(- wQ, s, w), WOA, 


DEAS 570Hs0, 这 里 仍 假设 SG, w) 和 i. ; €), IER, 
gcR',ucR? dT 4 NB, 在 上 式 中 之 所 以 省 覆 这 一 界限 , 是 因 
为 它 并 不 影响 求 最 优 解 . 
ERARAJ AER E AE E (UPIN (UPE $0, 1, 
- WRJ dunt ECT (CP) ZR REL. 3X SEE EE 
fih T 39 26 9 RR h EC CUPD, 或 (UPE), $—0, 1, 2, “~, 
« 246 v 
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的 解 ， 能 用 无 约束 最 优化 计算 方法 俩 如 1、8 2 的 一 些 方法 计算 
出 来 ， 但 各 种 无 约束 最 优化 计算 方法 多 是 仅 求 出 梯度 的 零点 ， 且 
对 每 个 (UPD, 或 (UPE), 都 要 作 无 限 次 选 代 才 能 有 求 出 uu, 因此 ， 
在 实践 上 要 息 在 短 时 间 册 完成 对 〔CP) 求解 是 很 困难 的 ， 故 人 们 
3 RIPE RAGER dy (UPI) 或 (UPEB), 的 近似 解 的 算 
Ek. CFI RRGX GRO e BU GR 3 1B] REC) e (中 或 即 最 优化 
I] BE CCP) 的 内 罚 函 数理 的 一 种 算法 ， 关 于 外 罚 函 数 型 的 算法 , Bd 
给 读者 讨论 . | 
取 
Jiu ()) =J UY + ep QD, 
此 处 J Qu) MA), s,— 6/8, e7-0, B1, ep Qu), 6—0, 1, 2, 
e, dep fe BATAR, 便 如 取 前 面 就 (9) ~ (13) 89 29 3E 
构造 的 内 罚 函 数 , 其 形式 为 | 
or 人 一 PE, «0, udt, . 
PO) SPO 有 相同 的 连续 性 质 、 设 了 一 J 及 假设 Ho, 由 
35788 4 BE m fi O= (u| Ji Q0) «J u), ue B) 非 空 且 紧 致 ， 为 
HAEA, 认为 6 一 0, 1, 2, =, | | 
算法 1 (AIER Goldstein 梯度 法 ) —— 
deo guRee0 aE(0, 1), 8-1, 
Mos) CC C, | 
第 1 Fese, j—0, 8L i0. 
23 Mul lD, EE o n1, RAA PRO 而 得 ， 
m=, w), Elo il. 
第 3 步 F ult) = uilt), aH =a, tE o 4&1 之 下 求 微 
分 方程 级 
. 247 
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d en ÖU, w), uH) AF, wE), u(t)) 
noD eere e E ~ VO) 2: 


Pp C, cO. ut) 
Em 
的 终 值 rt) =0 nid v, € [to, 6]. 
第 5 步 H 
hu, e) —grad JG, O; 
2 AG, &) [ases Tt eui ei/ B, E o iet Hjed4ri, $8 
第 323p. 否则 到 第 6 步 . 
第 6 步 db EE A.X 
—A,ü-— i) ferad I EDN 
SD ur, 8) X — ^x [grad I CME 


+ £; 


ka 


ams 
OCA, Up 8) = Jiu X;hQu, 8) -JA, 
Jig) =d Quo H-ew' (uy). 
第 7? 步 Eua uyt uh Qus, €), € j-jv-1,3: 878 2 39. 
以 上 算法 第 2 步 至 第 所 步 实 际 上 是 寻找 Qo BO RUINA RR 
h(u, 5) HFA 8 2 WAE EEO. RUD BRL REA: BT 
构造 出 的 序列 s 的 收 合 性 问题 ， 我 们 有 下 面 的 
82 7 算法 工 所 构造 出 的 光 限 序 剂 Gu, 必 致 使 
tim [Gu sda-0. C3) 
证 易 见 有 关系 
hE CLE, 
Bf Sb xp i= —1, 0, 1, 2, --, uam to, 一 Co 有 
Dlui) A (ul Qo) t ep! Qu) 
SJ (153) tep (1423) , w€ B, tu- CO 3) CO, 
$—0, 1, 2, 


+ JAR e 
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从 而 已 (at ARPE, XXE, D Go 相当 于 人 2 的 定理 2 中 的 
集 C (zo); 因此 , 由 该 定理 得 知 ， 算 法 1 DELIS LAIT X Qu, 6 
qos d owes. uy € Din. 1), XC HARE — Aia TIPA IEA 
AN Aed f0, H Eoo are NGO, iE 
|^ CCS 8e) eg Bro, EARLS ENI ti 一 Ufy NG) JT 
| |, eo] «s. 
H ie 时 sr>0, AARC. 00000000000 08 
”这 引 理 说 明了 ,并 不 要 求 妈 使 h(i 6) 0, 而 只 要 (23) 式 成 
言 ， 太 前 这 样 世 识 能 求 得 当 计 > 十 oo 时 有 (iis e) 的 零点 的 近似 信 
| 3 H 
l 对 最 优 控 制 问题 红 )}、(3)， HUP BK NOVO 
amu), j=l, 2m telo th 
I M, v (0)di« Ma; f. NG, wd Ns | 

Sk ROS) BS PEE RR AIRA, 此 处 om.By fü Mo, Na RETE, MG, z) 
PNG EAEE, | 

2 在 Banach %19 L'* 内 考虑 钓 东 最 党 化 问 EP): ntie) iuc n. 
BA Í[u|utc L", Puy Ô, sC OF, JESE J: I"R, T: RT, 8: :Le Rs 
MuiacgoMBESEUNES $ {pi(w)} 是 关于 集 D& fejw EI", s0—0] 
BHDR $ JE h C): m£iJ,QO jeck”, o simay 4-1, 2, 
IEA RCO 人 TOW) 十 p(w)， 求 证 EAER at T, PE 有 " B 
(PO, i=l, 2, en, EUER Pa EIE — DRA A E CP) 851 RR. 

3 RANEE FEER RT f B. toht GR B 20 18 
Goldstein 梯 诬 算法 , 21HB tpm T- 8g 7 E SETE TEC. 

(1) 设 华 (u(J Cw) a) HE acR As BOR. 

(2) 没 本 池 草 所 作 的 假设 H nu | 
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第 六 章 分 布 参数 系统 的 最 优 控 制 


”$1 引 — * 

如 果 受 控 系 统 的 动态 方程 是 微分 差分 方程 、 积 分 微分 方程 或 
偏 微 分 方程 , 那 末 系 统 的 状态 空间 是 无 限 维 的 , 而 不 是 有 限 维 的 . 
这 种 状态 空间 为 无 限 维 的 系统 ， 称 为 分 市 参数 系统 ， 前 面 所 讨论 
的 用 常 微分 方程 组 描述 的 系统 , 称 为 集中 参数 系统 . 

自从 集中 参数 系统 的 最 优 控制 理论 建立 后 ， 人 和 们 期 望 把 它 推 
广 到 分 布 参数 系统 . 

苏联 学 者 布 特 可 夫 斯 基 (A. T. ByzgoneEgi) 在 讨论 炉 温 控制 
时 ， 首 先 把 热传导 方程 的 某 种 最 优 控 制 问 题 转化 为 庇 特 里 雅 金 讨 
论 过 的 问题 , 开创 了 分 布 参数 系统 最 优 控 制 理论 的 研究 ， 在 美国 ， 
华人 学 者 王 耿 介 (P. K. O. Wang), 联系 航天 技术 中 的 控制 何 题 ， 
T 1964 年 系统 地 讨论 了 分 布 参数 系统 的 控制 问题 ， 法 托 里 尼 
(H. O. Fattorini) 则 讨论 了 巴 拿 赫 空间 中 发 展 方程 的 时 间 最 优 按 
制 问题 ， 在 法 国 , BEA P s RI UE CJ. L Liong) 利 用 变 分 不 等 
式 ， 系 统 地 研究 了 分 布 参数 系统 的 二 次 最 优 控制 理论 ,并 于 1968 
ERRETES, ERE, 联系 飞行 器 的 镇 定 问题 , HEA 打 健 等 
研究 了 分 布 参 数 系统 的 镇 定 问题 ， 张 学 多 研究 了 业 些 波动 方程 的 
最 优 控制 问题 ， 最 近 ， 宋 健 等 利用 分 布 参数 系统 理论 研究 了 中 国 
的 人 口 预 测 与 控制 问题 。 —— 

在 分 布 参 数 系统 最 优 控 制 更 论 的 研究 中 ， ATUS SAHEN 
Wh. ARBRE SEKE U 是 凸 闭 集 ， 这 与 集中 参数 系统 的 最 优 控 
制 理 论 对 控制 区 域 芝 没有 附加 要 求 有 了 明显 的 不 同 。 人 们 自然 要 
| 250 。 
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H. fed Sd RR ILE M BU, BET NOT U Mrs 
R EIA NE D 12835215] WE BNE TARRA 
BUR A [BUR 

本 章 介绍 分 布 参数 系统 最 优 控制 理论 初步 ， 主 要 是 线性 二 次 
最 优 控制 问题 和 时 间 最 优 按 制 问题 ， 

显然 ,为 研究 分 布 参数 系统 最 优 控制 问题 , 泛 函 分 析 初 步 [ 特 
HERRAR D. Hilbert) zig] 3 i6] 以 及 篇 微分 方程 初步 [特别 
是 拉 普 拉 斯 (P. S. Taplaee) 方 程 、 热 传导 方程 和 波动 方程 ] 等 基 
础 知识 是 必需 的 ， 另 外 , BÆR. Banach) 空间 的 凸 集 , 算 子 半 
群 理 论 , 案 伯 列 大 (C0. JI. Cosor) 空间 的 理论 等 , 也 是 需要 的 、 因 
iE, 初学 者 可 以 不 读 这 一 章 ， 


$2 mW AB ECCE B EIN f IR 
设 只 是 一 希 尔 们 特 空 间 , 即 它 是 一 个 线性 空间 ,并且 对 于 号 
中 的 一 对 元 类 名 和 和 名 存在 实数 人， 地 MEE 它 称 为 内 税 ， 3f 
n rie. i 
1° <m, »»0; M Hi4 s=0 Bf, 25e =0, 
2° Qm, y» — QU, D 
3^ ATF «e escH dH m, ta, YEH, AAA 
(0434 gto, ilicis V»? d Xs Qa, V 
4^ ERR olo, DFH 是 完 完善 空间 , p 
| Itm Tz — al = 
MEFE COH, 
lim |2 -æf = 0. 
uU ndi 中 的 凸 疝 集 ， z,, ta&EU, e C (0, 1], n 3r 
考 
. 251 + 
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MEM i P3 amn 1- (1 — a) C U, 
ER AUR s. CU, limzy c, MRSE. 


i mi x HR BAFE K, 
3) WR wla, y) el, a 
H) 线性， (amitas Y) = oar Ce, V) Fem (ma, 的 了 
Hn 连续 性 : 存在 常数 Moo Bu 
(we, y) | EM let yl; 
iv) RAEE: 存在 常数 o0 使 得 
zr, m) >ole. 
BOE MERI e ANRA, 并 且 它 是 连续 的 和 
mk mi 1 RS. 
ERTZE LMR BATHE Wa. 
c D(t oma) =b (24) t ob (ma), 
| 5C) | « Ml], : 
这 下 ay mac RB, m, v, vC OH, Wr Mu, 
2A eem: JEU Erie 
J'(m) mm, 2) 一 3 五 (分 ) 
的 极 小 值 问 题 , 即 求 sa CU 使 得 
| J (2o) &J (2) 
对 本 wwEU cr. 
TEL HU RARER aR AGAR, mw 蚌 林强 制 下 
的 连续 对 称 双 线性 泛 落 , 荆 是 二 EBERT, MRR EE 
一 的 ro EU, 4o i3 | 
J (zo) «J (m) 
对 于 wED BUE | 
证 ”因为 
J (o) zeel" — Male] = lel ela] - 4, 


* 252. 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


所 以 mE 
ac inf J (2) z-inflal Cell — M31) > — eo. 
WEGE E xe ef 6 B EFIE TAL, 即 
EL, lím4 (23) 一 (à, 
根据 的 双 线性 性 和 工 的 线性 性 ， 成 立 着 平行 门 边 形 法 则 ， 
HE | 


2a 


(EF es (Pg, mr) o FU +J 0). 
所 以 ES i ' 
Das at {7 Gn) + w} Lydia) 

因为 mr y € U ILU BS E, A (80/2 CU, PE 
J( 33 ya. 
从 而 i | 
0« 7 [n m om) +I (0) ~a. | 
Mi, Loo Bj, ESUBDRBETT O, Erb Gs HEMISEERI, 1810 
HSE de TETI U 的 财 性 , f£ fk ao CU, (2:8 | 
lim ox — zo, 
kero ; 
又 因为 | 
DAC — J (mg) | < Jar {srr, au — T (m, To | +2) L ee m) | pi 
| < | Cy, wy 一 dio) | 十 |o (Er — mo, zo) | + 2M 4 |i 7 tol 
SOM Clos] o1) +24) le — eu]. 
所 议 | 
J (29) 一 lim (24) — o, 
即 证 明了 e. CU 使 (0) —a 的 存在 性 ， 
上 售 证 唯一 性 . piri fa c U iui 


"253 
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J (mp) —ü, 
内 平行 四 边 政法 则 , 成 立 着 


mu Tn Ea — To wi 一 To 
(35) sa (27%, a) 


-LUGDtJGQb-a 

所 以 Xe zo <0, 
即 £o — £o. 22 E 

定理 2 在 定理 1 RRI T, I œO EAR U ERRA vo 
由 下 面 的 变 分 不 等 式 表 征 ; 对 于 wEUV 成 立 着 

Ww (xo, 2- To) L(y— t). (1) 

证 Wh eCU EJ, «cU, Sp ac, 1) 时 

go t a(a —25) EU, BEI 
d (09) «JJ (totalt — mo) ) 
= (mg) + amr (ag, c — a9) tars — wo, T- wo) 


— 2uL (t — wo). 
Ban 


Ox 2aícm (my, 00) ~ L(m--29)] i-a fm (2— 29, $—99), 

T8 Xsj Eis DÀ aa, 并 令 o0, 得 到 {了 DD. 
友之, 如 果 ( 了 DD 对 于 wEU 成 立 。 因为 

T(mS— vo, 5$ —29) z0jz — rol 270, 
所 以 | 
O« 21er (ma, & — vo) — Ib (2— 49) 1 talet $ —99) 
=g (w, c) —2L(z)--s(ze, 29) HAL (o). 

m J (o) < (e) 

XPYacU HEX. BOBpe.CU EJO RRDA. E 
SER CO RU E BCRAE KC LS E 
RREI MEM 2A, 3EAyASEGSSQODGEU EEEE — 

: 204 = 
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的 解 to, 

注 WEE H HAE RER FE A 3E E. X. DN 83S E, y1 — 
ale, y), Ri iiv), b, v] WE V3 POS PETRI) 3. ipu 
ecH 的 范 数 s. 

— lel?- Ür, 21 - (e, 2). 
那 末 e| o]? sje REM Ll. 
所 以 ,在 范 数 | | 下 ,五 EZABA EN, 
”和 粮 括 希 尔 伯 特 空间 上 连续 线性 泛 函 的 黎 斯 (也 . R iesz) 表示 定 
理 , FE seH, 使 得 

Lv»)- [z, v]. 
这 样 
J(e) = [v, 2] -2[2, a] - | 
-= [s—Z, a- —- [Z, z] - |z—2]*— |x]*. 
! 所 议 求 了 (站 在 DU 上 的 极 小 点 wo 等 价 村 在 UU 上 求 o, 使 得 它 与 
的 距离 |zo 一 天 为 最 小 值 , 即 


Iz -z| «|| 
1 X-PoCU RY, 因此 ,可 以 用 第 二 ES LH. 事实 上 ， 定 理 
1 和 定 通 2 的 证 明 方 法 也 和 那里 类 似 
系 1 如 果品 一 H BO I () 的 极 小 反 6 适合 欧 拉 方程 
m (as, $)-—.L(m) o (2) 
XPTa€H m. | | 
iE BS U-H,BDXPICH, tetat H, 从 而 
wito paLa, Tiao —v) > L(— D), 
Pon, 得 到 (2). | | 
系 2 WEU R H pAn, BEJO 的 极 小 点 wo XT 
Tm c)mLh(s), NeCcU, | (8) 
Gr (Zo, Lo) — L(26). (4) 


LAN 


vty 
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证 EXU RE, 由 woET 和 wED 推 知 sg 十 zo CU, 从 而 


由 (了 得 到 (3)， 
双 因 为 0EUVU, 所 以 由 (二 得 到 
or wo, — t0) 27. — 99), 
BE Ht (3) 得 到 | 
or (mo, to) > (mo), 
MT D R, | | ü 


例 E 

一 ” 索 伯 列 夫 空 间 

设 蝇 是 民 中 的 有 界 区 域 , 它 的 边界 荆 是 % 一 1 维 光 清流 形 . 

如 果 g:Q 民 是 无 穷 次 可 微 的 , LBS EIS Go | e Go) 从 的 闭 
包 . 上 的 支 集会 在 Q 内 的 无 穷 次 可 微 函数 的 全 体 , 记 为 2A), 
在 通常 的 加 法 各 数 乘 的 运算 下 , 它 是 线性 空间 ， 

我 们 称 o. 在 22) 中 收敛 于 p, 如 果 | 

1? 各 的 式 集 会 在 与 下 无 尖 的 有 界 闭 储 五 h, MKCO 

2? py 和 它 的 各 阶 导数 在 如 中 都 一 致 收 化 于 9 及 其 各 阶 导 
| 

在 2(0) E3Dd E XR BERE RR, 相当 于 引进 一 种 拓扑 , 使 它 成 为 
线性 拓 提 空间 . | | 

90) E tj PUE TE RI Ae, 称 为 多 (9) 的 对 偶 空间 , 记 
为 9'(0. 

im f ELO, RE 

qf, e» | f Gode 

定义 了 多 (Q) 上 的 一 个 连续 钱 件 泛 函 ， 因 此 , O C2 O. 

HESEL (D, <, Y: DOR HiESAMEIE IS, 由 于 
. 256 e 
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M ec (2), -Z ca), Wr FR 
| ep 
决定 了 2(0) kHI—4- 3 AE m, 记 它 为 
Fr p>: 
我 们 称 放 是 /关于 名 的 广 头 导数 ， 记 E HL. 因此， 对 于 
J€9'(Q), BAT LIR. 

RIT EA SELO), Wok f € 2 (O, 从 而 LO) v RE 
EALER. RPNE, PEREA: Ab XE BEA AOT REDI ER IC. B 
以 ,广义 导数 的 存在 并 不 保证 导数 的 存在 ， 

WRAT SEDO, EFO CLO), t 

Qf. p= | Poo G)ds 
对 于 9E 202 VIL, 那 末 我 们 就 认为 了 是 六")， 有 从 而 可 以 视 
乡 '(Q) 上 的 元 素 了 为 上 的 函数 ， 并 时 ,认为 1EIA(0)，- 
AUR f € 2' (Q)3) 19 m 阶 平方 可 积 的 广义 导数 ， 就 称 
f€H"(Q), Bia f Bits Lf ln X 
iria- |, m HSV da, (5 
其 中 | 
Gum (04, Cas s 0), |a| =at ota, 
: gf 
D'f — Br E 

WILLEN). 在 上 述 荡 数 下 吾 "(Q) 是 完备 的 ， 并 且 范 数 满足 平 

行 四 边 形 法 则 , 从 而 它 是 一 个 希 尔 伯 特 空间 .该 空间 的 内 积 是 d 
q.s, m DS Pda, 

空间 HU(Q) BRA RAAR, TA, MUR xk EA m 

= 207 * 
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阶 连 续 偏 导数 , SICE f C.H^ (OD. XXI, Fake DP EGER 56 4 ub 
ER. 

对 二 在 上 有 m PERRERA, TAH ER 0) XE 
FRES S lea 可 以 证 明 , RARA E A Sce e O) P Sc 
各 化 得 到 的 空间 就 是 HA)... 

. RfÉ, 由 于 荆 是 -1 维 的 光 油 流 形 并 且 是 有 界 的 ， 我 们 欧 
在 荆 上 无 穷 次 可 微 的 函数 全 体 构 成 2D), 然后 和 和 中 I 的 测度 可 
以 用 上 述 方 法 定义 HQ). 

HTAR, 我 们 设 罗 (Ro9 是 具有 有 界 支 混 的 无 穷 次 可 微 函 
数 的 全 体 , 它 的 元 素 列 政 敏 可 内 类 要 于 iis ne Many ELER 
P (R), H"(R»). 

对 于 了 EIPCR"), 可 以 定义 它 的 富里 埃 (J. Fourier) Ei 


e - | exp (2mis £) f (a) da, 
X Bet- $o. WH B 


EA i IFO pda, 
显然 成 立 着 


2f. )- I. exp(2mir. tl arc da 


E" -|. (mig) exp(2zéo* £)J (odo B 
Tæ Amii F T. 

E, SERRENT 

EPER- eF F am, fa, e 08), lal <m) 
在 印 上 平方 可 积 , 从 而 等 价 于 | 
下 人 | 人 EGG I (R». 
今后 , MRC £1) £f CIPRO), oss f € H^ (0). 
» e 


这 
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对 于 实数 s, ig (1-- |) IFY EIR), Rik SEER, 
六 就 定义 了 分 数 次 的 索 伯 列 夫 空间 HQ). 

用 适当 的 方法 也 可 以 定义 H(I). 

空间 

BIY xH” Yr) xx HFI) 
EOE A 
— 可 以 证 明 ， 存 在 线性 有 界 算 子 > 映 Hn (0) 3) BUE A 3d zs 

[n], f1335 f co"co) (0 m m MEENA 


yf = gr r' Z rm AT 由 
iH nET 的 外 法 线 方向 ， 所 以 , EH”, 我 们 称 好 是 
JHL H. 
空间 
HPA) 一 Ulf 0, Fec.H"(0] 
是 H^(2) EA m 
rj EL UE BH. Z2 (0) EWA CO) T S54 6 4889] HB(O). 
显然 成 立 着 


SG(OY- Hz (Q) - H*(Q) CTIA cor (à. 
如 果 把 L OAAR SER] LACO) 5e [8], 那 末 Ho (0) 的 对 个 
空间 称 为 H-Q), Bp 
GIS (Q))' H "(Q). 
AFT ET, RERE 
EY ET). 
这 些 锁 论 的 详细 讨论 ， 清查 办 有 关 索 从 列 夫 空 间 的 专 革 xx 
AET., 
Z KEŞ ENE 
Bt aC) aal) EC (0), WERA 
4950. 
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mlr) oO vE, E | 
mias 55er, sco, EER, (6) 
"radi. 问题 是 : o y CONUS 


(anc) SE )ea(yy)-f(), sco, (m 
y)-0, scr, | (8) 


ESCO) EO). 
首先 , 如果 y C) EKETE M A, FE y C0 6 ZCOR (7) 
HER, JEA MH MB (Green) 公式 , 得 到 


ER: aa n) gnus E T ao (m)y z y (a) ja 


-| HONOL (9) 

上 式 对 于 JC) EEO 也 是 成 立 的 . | 

今后 , ins y() EEDE (9), RATES E o EARMA 
(D), (8) 1877 3 ERIS RB. 

WRURXCP yC), JO) ERKO), EX 

«Gy, Po (4 31 asc) YT. 1s coy (oy (o) Jd, 

它 是 Fico) itam t iB (5) 成 立 着 

aly, v) maj [AEEY enn a 

= alli. 

所 以 是 吾 i(Q) 上 的 强制 正 的 连续 双 线 性 泛 函 。 — 

XU LEX | 
E TO MOOLI 
它 是 HKO 上 的 连续 级 性 泛 朱 ， 

因此 ,在 HD EH e CUIR 
+ JGO » 
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[A E, anto ZO WO 


ÁEL er ^85 
RE (au Ge) |da (10) 
BUNE, 它 的 极 什 元素 vC) € Hi) 存在 了 唯一， 并 且 欧 拉 方 


程 
| | Y apto) EEL Ove Oy). 


jl COS; 
med -f (2) (@) ls - 0, 


XPrP4C)€eH(O War. TEE. B, 讨论 狄 里 克 莱 问 
Ki (7) (8) 的 广义 解 问 题 等 价 于 在 O EELER (10) 的 


极 小 值 问题 。 
如 果 我 们 研究 多 里 克 莱 问 题解 对 了 的 依赖 关系 ， 可 识 它 为 
yS). 
RERET Gy =y " 
j pa anle) -2L D OOR CE 
" | f (oy Go) da, 
上 式 左 端 大 于 等 于 ulo 本 内 此 加 
: | a OTOL IRAE AE 
PRHO (11) 
BD g Xt £m ERER, 并 且 是 线性 有 界 的 , 
n Z ” 诺 依 盘问 题 
t 求 方程 (7) Wi 
| go) (12) 
«261. 
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Fa 


的 问题 ， 称 为 诺 人 
"el E n 
| È l) 


„al 


其 中 co, z) dé DoD MEI EE y 轴 的 方向 余弦 . 
Ar eike H, 在 ED bBnb5xx4RPEIS 


mp, di) -Lii, ag C) B MESI 


Qr, Ox; 
ta G)p (pla) Jd, 
它 是 连续 的 和 强制 正 的 ; URRE 
L(g) -| flop (Dot | go po) dn, 


eu 
xy cos m, 24) | 


BTscHUymocH(Q)gBISel c HE), BAER 
第 二 项 也 是 连续 的 , 所 以 厂 是 连续 线性 汉 丁 . 
显然 ,在 H'(0) EX e CIE RR 
mip, o) —2L(p) 
的 极 小 值 问题 , 它 的 欧 拉 方 程 是 


f Lt «co SE 2990. o oy Go) (0) 


站， 一平 
or Wa Poe 
XPPyC)em(o ua. 
WEE, S UC) EHO 时 ， 上 式 成 为 (9)、 所 以 可 以 认为 
yC)€ H cO) li eim pm 7; $8 (0). 
对 上 式 应 用 格林 公式 ， — 就 有 
ji, om os oo -ga Wad (13) 


f= 
对 于 "pcm 所 以 可 以 认为 y 在 荆 上 满足 边 值 条 件 
(12). 
. 9,89 a 
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E) 单 伍 达 值 问题 | 
我 们 已 经 看 到 , 在 不 同 的 空间 中 讨论 二 次 泛 函 的 极 什 , 可 以 得 
到 狂 里 克 汪 问题 和 雍 依 旦 问题 的 解 ， 
现在 H*(0) rl iso | 
- (yC) € 8* (2) |y | r>0} 
上 讨论 二 次 泛 孙 (10) 的 极 小 值 问题 。 我 们 知道 , 它 的 解 V(*) CY 
存在 且 唯一 , 它 适 合 变 分 不 等 式 ， 
m anla) ZO O) 
Ep an e) xy Qv, 
tao(o)y(o) Fo) —f I) m9 ^ Q4 
X Ty()€4 Bj. JH 
|. È anke) i 2 | 
j | 
tav )y (2) -oz 人 Ms co (45) 
因为 线性 空间 DOCU, 所 以 从 变 分 不 等 式 (14) 得 到 
f, L3, eo 2r) 


fJk-1 


talay (oY (2) -f (3 (2) bda —0 


对 于 y(*) EE 多 (人 成立， 所 以 ,y(*) 是 偏 微分 方程 人 7 的 广义 解 . 
对 于 (14) 应 用 格林 公式 , 并 注意 到 (7) , 得 到 


Jt 2 oos, a) (adoro 


Djital 


HTIO EURE. ELLA | 
Beo ene ap»9 . (9 


= 二 
对 于 ee 六 成立， 
”同时 , 田 届 65) 运用 格林 公式 得 到 
. 863 。 
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f, S3, an) ED cola, zy (224a. 
FRE (L6) RI. y (o) | 5270, 得 到 
yr 219 |. =u 
RHE EA X EAR TE 
y) | > 2-0, -2 Ñ| >0, wm). a |,-0 
ae 
RELER EANES, ODE XU fL IRE E E. H1 (0) 中 的 解 等 价 于 在 
U LM 338 — AX IE OO) BST CUAR. Hik, Be 5] 32 4EL TE) RE T Jl 
存在 唯一 的 . 


2] 题 
1 iiie E TRAAN 
四 -用 -fo eg 
yis) lr=0, 
2 i&rhbif& S x EPA 
EE UR - d» r€0, 


= 


RURRXDHUMEAZUS. 
2 试 讨论 诺 依 坚 问 题 的 解 对 了 的 依赖 关系 . 


$3 椭圆 型 系统 的 最 优 控制 问题 
E Vm H 是 两 个 希 尔 伯 特 空间 . 六 的 内 积 和 范 数 用 记号 
LOR RR: H 的 内 积 和 范 数 用 记 导 (分 和 j | 来 表示 . 
假设 线性 空间 六 CCH, 并且 当 vE8F i 
le|«elel, o D 
t D 4. 
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其 中 ec:>0 是 澡 数 , 即 了 了 RA 五 是 连续 的 .同时 ， P 
是 稠密 的 . 
全 好 和 2 中 所 诗 论 的 空间 HTG2 RI LIO. 显然 "d 
H1(Q)c (o), 
#H 3 vc H'(Q)B 


le] f. TOR 1) 2-2) [da jot, 
所 以 ， nubi | | 
—1/(0, V-—H'(0. 
同时 ， 可 以 证 "ia "ECOLE TCE TR 
AURI H ABZ H H H 等 网 , Hn 
H'—H, 
SEV 的 对 个 空间 严 NOH mDENEX 
VcCH-H'cV'. ^" a» 
例如 , S6 LA CO NX BR Wo LO, Xx Hia) 的 对 侦 空 
闻 为 H-D, FERE | 
Hi(Q)cI(0)cH-(0), 
ERARA) H, BW BEBO MJERE SEM, 3tH PAR 
HHR, H EV AN, 
HFF EG Eg MR ERCO, yV xVoR, dd 
Au C V*, fii | 
alu, v) —CÀu, v», 
这 里 《> 表示 到 MF 的 元 素 的 对 侦 积 . 
因为 对 于 vEF, a(*, V) VSR 是 线性 B9, DErELAZEV m 
V'meTES Y. HR RR aC, OESTE, 得 到 
[du, v| = lalu, v) | « Miu lol, 
从 而 | | 
265-4 
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E Aule m M Ju], (3) 
|l» 表示 六 中 的 范 数 .因此 ,4E SP VY 
Fika, ERREN, 即 存在 a>0 使 得 


alo, Dalol” VvcV. (4) 
报 据 定理 2-2, 有 
定理 1 对 于 jjE 大 ,存在 唯一 的 yEP ,使 得 
a(y, V) - «f, v»,  VCV. . | (b) 
: Ë 


(b) 可 写 为 | 
CAy, p= 45,  VbEV, | 
它 等 价 于 
Ay—-f. | (6) 
[Bu 4 m ie «dW gH BEZZ, V’), OE 
PV, A) MaaC AE, NELE, W) EARR, 3f 
HF y> 0 使 得 | 
(No, Da yhel Qm 
ZEA] lu EREN 多 IDXLBURENE. 
最 优 控制 问题 B Za Y om T eC Au, 存在 
唯一 的 y(v) EV, WE 


Ay(v) =f + Bv, | 8) 
考虑 性 能 指标 | | | 
J (v) [Oy Qo) ~z} t No, vou. i (8) 
最 优 控制 问题 是 选取 uE Ws, 满足 | 
"EEY 一 in 了 J (v), (10) 
根据 (9), 有 


J (o) = 4C (yv) —9(0)), OW) -OCR vow 
—2G,— Oy (0), O(y Qv) — y0) Yt [24— Oy (0) s. 


« 208 + 
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由 于 
A(y(9) —y(0)) = Bu, (11) 
所 以 | 
w(u, v) -O(yuGO) —y(0), O(y GO - v (ODD 
TENU, v». 
A U EREEREER M, JERE IE RI, 
m(v, oò =y lolis | 
而 L(v) =<za— Oy (0), O(y(v) —y e 
TEC ERRERA. 
定理 2 存在 唯一 的 %E 多 oa 满足 关系 410)》， 并 且 它 由 变 分 全 
等 式 
(Oy —2, O(y(o) ya (Nu, 4 一 人 sw2P0 — (12) 
HT v€ 7. WR E EIE. 
证 根据 定理 2-I En wu C AO 的 存在 唯一 性 、 根 
据 定 理 2-2, RELE v € as 由 变 分 不 等 式 
«O(y(u) -y (00, Ov) Oyu) Dar (Iu, 0— UD 
= [zs Oy (0), Oy w) —Oy(Qu),ge, VOC Ra 


REE., EAR EEA d2). 1 
3828 2) As, ODARAN (3) tc B 8g DIR, RA 
来 详细 讨论 (12)， 


设 2 是 2 的 对 个 空 间 , HTE, Qo, De DORT OC E 
WREE, KURE IEH, REKAT, (o, ue, OX 
ORE 和 2 HRERS AR. AAA REER, 称 


为 ^ a E 的 典 则 同 构 对 应 . 

x EZE, Vy ae. V, 和) 的 共 轿 算 子 ， 那 末 变 
4^ 83x (12) BT gie AN 

(Q'A(Oy(O 2), y (9 YO HANG, v—u»20. — (03) 


T 。 
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Hpo Er 适合 
A"p(u) =O"A (Oy (u) — sa), Co 

这 里 EF, 了 是 AC.Z(V, PORRER T. TE GON 
BU] ZpXETE -- TE, EHA, dh —4p, Adr - at, 9S V ERR 
Ti LE TREE SOLE PE TE HIST. 
EH CL 种 (144) 得 到 

Ap, y) — g Q0» CN wu, VW 0, 
但 . " 
CA'p(u), yo) —y lu) -pOGO, Ay) — Ag Qu» 

—(pGD, B(»—u)) — €B'p(w), Yu), 
AE PELV, KEBEL (K, M T 党 TEY 
XHB AE. 所 以 
CB*'piw), pud HEN u, v—u»z9. 
加 果 设 AL 是 多 到 Z’ 的 点 则 同 移 对 应 , 那 末 由 上 式 得 到 
CGB*n(u) t AuNu, o—u5zm0, WVoCUH a, “ERa. 


因此 证 得 
定理 8 HDI e BA C10) HAE u € AZ us a 等 
式 的 唯一 解 . 
Ayd =f + Bu + —— (8) 
A" p(u) —C* A (Cy) — 23), 0. 70 (4 
Bp +H AaNu, v—u»0, Vec4 gu, (15) 
u C OP ui. i 
RI xd orm, iced D DIE SPUR 
方程 的 玲 一 解 
Ag — f t Bu, 
A*p-— QO* A00y-—2), . 2 
Bp+ ASNS—9. |: 05 (416) 
* 268 o 
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WE 对 二 Au A7, VARFERA 
CB'p(u) t AuVu, v» 200, | Voc VE, 
从 而 得 到 (16)， | 
这 时 ,最 优 的 状态 y BUT P JEREER DE 
Ay BN A B'p— f, 
C" AOy — A*p—O' Aza, 
而 最 优 控制 适合 
u= — NIAT BP, 
例 是 
设 Ww SANETI AE S 
va) EH = LO), FEIKO). 
对 于 o(-) € ^u, 考虑 狄 里 克 菜 问题 
ay- 9o (ant 到 ) my-ftw sE, 
y(s7)-—-0, ccr | 
在 HA(Q) t nie — ty C, 0), 这 里 ao as XE 8 2 BOXER ATE, 
JXEDY PAR YC, B EP | 
TO = | (o, 9) sa(0)) of] vae: . 08) 
根据 定理 名 in o 
V-O), H=IF(0), 
qr —-II (0, Á E-r, 
那 末 ,椭圆 型 系统 的 狄 黑 克 莱 问 题 (17) 关 于 性 能 指标 (18) 的 最 优 
控制 x(*), 是 下 述 方程 和 不 等 式 的 唯一 解 ; 


Ay=f+u, ylr=0, (19) 
A'p-y—um, ple-09, —— (20) 
[PDO VVE Uas, (21) 
. 269 » 
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uc u. 

当 Uam LOI, UD AR d y 3L 
Ay+tp=], «CÓ, 
y-—ÀA'p-z, TEQ, 
ylr=0,  pir-—9, 


而 最 优 控 制 为 
u= — P, c € . 
对 于 fo € 4, 25 ERE f 8h [e] Et 
z- S 2Y 
dy=- m Jz, ( ano) 24.) Fas (ay 

=f +o sE, (22) 

oy | _ | 
sd (23) 


EHEAR, LEJE MNRE SEINOR, MEF 
WAR SE NUBE I vC, 0, BORSE AR A, 性 能 指标 是 
TO = (n) dee] AOL — Q0 


椭圆 型 系统 (23) 的 诺 依 曼 问 题 的 解 关于 性 能 指标 (24) K i (5 
控制 w(.), 是 下 述 方程 和 不 等 式 在 Va 中 的 唯一 艇 
Ay—f-cu, gcd, | 

Əy 

Qva 

A'p=y—za, s€Q, 


E ap 
OV 4. 


=f, 


P 


= 
E 


[962 *u(2)(9( —«G0)ds0, | Y») € ^us 
u(*) C 27. 


+ 


+ 270 « 
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当 aum LUD, RERE V 适合 
| Ayip-f, TEM, 
一 三 "pp 一，  mcCf, 


X pois de 


可 题 
1 R-II, Bai Redmond. EIXO), gE. Ril 
论 下 述 边 界 控 制 间 题 ; KAREDEN E 
X ETE 


ey =g d-v, TE A 


Qua r 


性 能 指标 汐 i i 
J =f R sso | (da, 
xx Hi a. HESA BIA, nC ELD, 


$4 执 物 型 系统 的 最 仿 控 制 问题 | 
BOER 中 的 有 界 区 域 ， TRUR T EaI 维 交流 流 形 ， 
T>0 给 定 , H-IAD, V =A). 
Uea 3 L0, Th 豆 ) 中 的 凸 团 集 — 
BS ELIO, T]; H), al) anl) €O (D), 73 
do(m)z-m70, Yag, 
b 0 VecO0; SER, 
这 里 a>0 是 第 数 ， | 
对 于 9 拒 儿 ,考虑 状态 方程 为 抛物 型 从 微 分 方程 的 系统 
Tr 
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a $ (eo entis 


VG, 23) € (0, T) XA, (1) 
T: EEZHBLAR FE A 
g-0, V(t, VEZAO, Dx, (2) 
初 值 条 性 为 | 
y(0, v) = yo(v), va C £2, (3) 
XH vC 6I. 
a 
alp, p) 一 X, as (0) P pm Ad» 
+| eo (a) da, 
它 是 下 LBUSRBDBEBDESOUERTEIEIS. MBEE SEFF, V9 
使 得 | 
alp, d) = Cp, d», | Vo, &€V. 
设 5 D(4)-ieloCY, wpEH}; 


Ag -. p, Vac DA). 
显然 ， A DA) SH 是 线性 的 ， BERAAT. H F 2DE 


D(A)c H, pu D-H, DAE Hp Riso. 还 可 以 
证明: 如 果 o. € DU, pop, Aprop RE, ER e € DC, 并 有 

p— Ap, BB 4 EDT T. 
可 以 证 朋 ; 存在 H Li BUEEERCTARIE OO, CU A4 为 和 


元 , 即 成 立 着 ; | 
Gc. LH), Vi 
GO) — ICRSEVECT), 
Gt--s)-G(f)Gs, Vt, S0; 
| limG(6g-e, |o NpE€H; 
. 272 * 
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"dim S(De- 9L 4p, vo€D(C), 


t 一 生生 十 


AK OR. Hilley 和 青田 耕作 讨论 了 已 拿 替 空 间 上 算 子 兴 群 的 
理论 ， 这 里 是 利用 该 理论 讨论 方程 (T) . 

ig s) -vG, 9, f) - f, JEE, e(D7v(t, 2€, 
那 来 方程 (上 Rat it D 可 写 为 希 尔 伯 特 空间 及 上 的 发 展 方 


程 . | | : ; a 
WD- — AyD HID teH, yD EV, (4) 
Tu 9B A FECD) 可 写 为 BAN 
y (O0) - yo yl), i |» 
34 f —0, v=0 Bj, (4) , (DORA 
S9. =- Áy), yO = yh. EE 
TR —, M 


GUte yo — Gv .. OAS) Vol 


得 知 : 当 s->0+ 时 porem 又 由 
G(t)yo -G(* yo | ae ey GS) Vo go 
$8 — ' å 
得 知 , 24 s0 MARE- GG) Aye, AE. 
HD e. Ga) Age o AG Guo. 
Bip, GG)uECOO 的 解 , RO, go) 为 初 值 。 
对 于 方程 (和 和 (加 ,我 们 考 左 当 数 变易 公式 
v(0-GOwr[ GG- rr eds, 0) 


Js pur RA AE Gg (Boehner $14, TRAAN LER 3 
b, njbIuEHj. 3$ f o C C! ([0, oos MR (0) JE GO BR PP 
Je: D, TJ OH ARERR, (OHERAT i EEEH, P 

-270 
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HEREA 的 广义 解 ， 或 简称 为 (ORIA, 还 可 以 证 明 ， 对 于 
£0, [GG] «1. 


一 般 地 ,考虑 发 展 方程 
上 4y 一 Bo， oct, 
& 
y (0) 一 Vo, ( 
这 里 一 4 是 耳 上 强 连 续 算 子 半 余 G(*) 的 母 元 ，BE.Y(D, B), 
而 是 希 尔 伯 特 空间 . 
Woa 是 IAC[0, TU) piget. 
对 于 000 全 人 Ua，(8) 的 解 是 
y0-GQw-| GG- (9 
uUQQcvXDaxBda, RC SU) JR Jet, Jt E. 
存在 了 之 0 使 得 


(Bo, Weylols, Q0, Qi, (10) 
对 于 v( € Vu, 相应 于 方程 (的 考虑 放送 | | 


TW = Quy CD), y) |. Qu), 9 (9n 


«RBS (D, oE otit, 《11) 
TRAE E iS OH) fL (9), 知道 7 了 C0) 是 C0, 四 ;上 的 二 次 
斌 上 图， 根据 (10) ,成 立 着 


ISF B, o dizry oG) iar, 
因此 ,根据 定理 2-1, ZefkMÉ— (b uC-) € Au, 使 得 


2 J GO x J Qv) (12) 
对 于 oE Ra RH. ! 
根据 定名 2-2, 成 立 着 变 分 不 等 式 
a * 
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«Quy C, 2), y (T, 9) —9 CT, wn 
十 | Gu, (0) -uloti 
+| «Qu. u), y, v) - C, u)>n 0 20, 
由 上 式 和 49) 得 到 
QiyT, DW, | GD BE) -udn 
+| eye D, [Go 0 BG) udia de 
十 | 《Be (D), oO — u Yo diz»0, 
所 以 | mE | 
[wE T- 29, v), «(2 —u(Dve dt 
ff B'G'(o Qo, wde, vl) wt)» di 
[cR O, e(t) -u(£)»y diz0, 
记 T ; 1 : 
tO —G* (QT, uy. Go —DQy(o, udo, 
那 末 上 式 成 为 | 


| (Bb + RU), (0) —u)»udtz-9, Yel TT 
(14) 


(13) 


而 站 (可 以 视 为 方程 
SAY= - Qu, v), O«t«T, 
q 7) ~ Quy (T, w) 


的 解 , 这 里 4" 是 4 HIET. 
特别 , 当 Vam LO, T]; URS, C14) 变 成 


(15) 


EErEE 
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| B'E) + Rut), 0u dt —0, | Ve(-) EDO, 7], U), 
Et El 
Bpi) + Ru(1) =0 
1:10, T] EJLSPAb Ab sr, BER DCTERBI w(*) 适 合 z 
u()--—R B. (16) 
onis ; u s 
y, v) -GG)ws- | GG s) BR Bi (s)ds. (17) 
从 而 得 证 " E 2 | 
定理 1 Uu) 2 一 多， 内 是 最 优 控制 问题 (9) ANA 
(12) EAE, PRERA COIF o) € V RE, Hip mme 
m. WE Vac LO, F] U), MERIA CAE —B 
进而 在 Zas LO, 了; 讨论 反馈 控制 ， 
定理 2 i P(C): D, 下 一 .2 五 ) 满 足 积分 方程 ， 


JOR: |, Ge -0 PG) BR3B'P(o)G(o —t)de 
-G*(" 09:8 一 +|, o- 098 —04o, | (18) 
屠 末 POO)yo, 内 = iut JO). 
证 BoC) EUa ECO, TU), 
PO =G (vot [ G @-s)Bo(s)ds, 0«ct, 
设 to, IE 
G(o — o0) 7 GG) | GG — 8) BoCs)ds 
=G(o)yo + [Qo — s) Bv(s) ds — | Glos) Bo(s)ds, 
因而 成 立 着 | 
-270 o 
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ye) -G(e-Du( | G(e-Be()ds, —— Q9) 
CT J:ERTORE S S [6E 
Pea +S G*(e-0 PBR P(o) 
d sco) - (L8 - Be ao 
-T-N CT) - (rear - s) Bos ) 
+[ "Ce - oq VOR l'a -2 8: (sas Mo. 


所 以 | 
POD = TD y CD) + fe (c —t)Qu(o)da 


— KEG -BP()BR23EP()y(o)do 

T | G'(o t) Po) BR2EP tex a (a —s) Bv (5)ds jaa 
» | GT- 09,87 — s) Bv(s)ds 

-l'ate- 09 [LG - 9 B«Gisdo. 


但 是 ,上 式 右 端 后 三 项 等 于 m 
f G*(s— t) MAC —sg)PCo) BR B'P(o)G (o —s)dao 


- ate -sQate - te -a*Q- 9967-9 ae ds 
— f as —AY Ps) BV(s) ds, 


所 以 a 
POYO = (P Qu v [L8 - 0o 
B7, 
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村 pe (o OP(O BR B*P (o)9(o)do 
-| 9 (g — t) P (o) Bv(o)do. (20) 


因此 | 
[Py y(O»- QOO), GOP Dy)» 


+Í ‘Qu(0), G(c— 0v (Ya0 
- (aco) aai PGyw(o), Go - (do 
- [ P(o) Bl0), Glo — 0s (05d. 
注意 到 (19), 由 上 式 得 到 MED 
POG), yO - 4G CD), T» |. Quo), ylo)Y da 
- | G3 P(o)y(e), B'P(e)u(e)»de 
-| «Quito, GG —5) Bo(s)>ds 
-| (Quo), | GG —2) Bv (ds Mo 
+| (Pc) BRE (oso), | G(s) Bo(s)ds Ydo 
- P (0) Belo), y(o) de 
t | (Plo) Be(o), | Glo —s) Bols) ds to. | 
根据 (20), 上 式 右 端 第 四 、 五 .六 .从 项 的 和 为 
-| «PGwG, Bv)» ds, 


BEI 
278» 
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CPOE, yO — «9.9 (1), y (T)»-- || CQy lo), ye) Yo 
=j ,GROB'P (o)y(o), B'P(o)y(o)»da 
-| <P (ye), Bo(s)»ds 


-| «P (c)Bv(ao), y(o)»do. - 


从 而 
| XP(Ow(), y 
-Qhy(T), 90D)» 


+| Qu), y(o)» --€Ru(o), v(o)»1do 


«o-[RGGO + ROB'PGYw(D, 
9(0) 4- RC B'Pio)y(o)»do, 
因此 ,我 们 有 
J (9(-)) = POO) go, go? 
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y) -GGws- | GG s) BR Bb Ced, 
i F O«t«T, 
4) - G*(T — 0: y (7) +f G*Co—0Qu(o)do, 
| (22) 
并 且 P (JWE (18), Ik 
v) - POYO. 
ut B(22) 493b rom 


yo) - Gto - Du) -| Go- BR B*b (S) ds, 
" "d 
PO - GC? -HLAP DY) 
—G*(T — tQ, | G(T -S$) BR-1B" (5)ds 


+ a (o — t)QG (o -ty do 
-[e (c — 0Q f G (a — s) BRB} ($)dsdo, 


从 而 根据 (18) 得 到 
(0 - PO) 
«fe (e — t PCa) BRAB'P (o)G (o -Ddo yle 


-[ e-i eo | 

+f, Plo 9) PG)BRA B'P(o)G(o ~ dado} BR 3) (3) ds 
= PYE) - [ GG) PG) BR- Bp (ds 

+| a (c— OP (o) BR? B'P(o)G(o —t)y(tdo 


. JGH e 
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" n G* (c — f) P(o) BR? B" P(o) 
{f G(co —s) BR'AB'b(s) ds) do 
-PEO — (Gro P() BR 8 6(e)da 


+f d*(o — £P (e) BR3B*P(o)y(o)do. , 
因此 ,成 立 着 
P0) —PODy (D 
- - f Gto - 0. P(o) BRA B Yla) — P(o)yo))do.- 
由 此 得 到 不 等 式 
lé) - Post 
<f ao- P (0) BRB] -6Co) ~ PCo)wCo) He. 
IR IE MER AC ASI, 由 上 式 得 到 
V) -POG =0. i 
SEEDIOET IT E 
TO= [RUE y+ Ro, odi, (23) 
这 里 假设 Vam ICO, co);D), 并 且 存 在 “>0 RM 使 得 
IG Gy «Me, YOKL, 
根据 $ 2, 存在 w(.)E %w 使 得 
TC) = inf JC), (24) 
并 且 最 优 控制 w(-) € diu 由 下 述 变 分 不 等 式 
| (Qua, v), gt, Dy, WY+ Gu), oC) - v (02M 


=D, 
Vv(*) € 4, 


* 281 
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ZE, Mm | 
[v6, o, fe 286 -eyesya 
4 [nuco, oG) —u(t)»dtz-0, 
所 以 
Jf, ae ~ SQy 0, de Ru), v() uls) )ds-0. 
由 于 Va L0, +00); U), 由 上 式 得 到 


Fut +F B'G" (g —i)Qy(o, wde -0. (25) 
B | 
$y) - ['a*te —0vte, wao, (26) 
HE Q5) 成 为 
Bu(£) + B*b(£) —- 0, 
Ai | 
u(t)- —R'B'w(D., (21) 


TEI upPD-—PcYODEG 
P- f G* (s)QG (as—f 6 (s)PBR-!B*PG(s)ds, (28) 
E <Pyo, yo? - int(J (o) |o(-2 € Raat, 
并 且 最 优 控制 问题 的 解 (8 vC, OA 
u(£) = — RAB'Py(t, u),- (29) 
证 B(OH 
P- |'a*te 48a — dc 


-| 'G*(a —t) PER B*PG (o —t)do, 


运用 定理 2 中 的 方法 , uus 
| 282 。 
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Py CD, (5 — [ KRUCO), nt)»: «Ru (o), «()do 


E SEC (c) + RB Py(0)), vo)+ R3B'Py(e)Mdo. 
(30) 
所 以 
J Q2 —CPy, So» m 
二 | ROH HREPPI), ol -R3B'PyQ)»dt 
P, Uo. | 
因此 <Pyo, we ini (()) [02 € 249, 
并 且 当 u(* UBI gu, u)38 EARR) 
J Q2) = Pyo, do. E 


jj Hi 
l 具体 推导 关系 (30). 
2 试 讨论 热传导 方程 
Y dyt); C, €, T)x A, 
yG,2)50, (ED 
: yD, x) ya), zc 
XTA 
ToC» [ ccr, 9) — s (da fro ZOL 
取 最 小 的 最 优 控制 问题 ， 这 里 9g(.)EEPCO)， nC) E PD XE, .Qos 是 
L*(, Tie, 
8S5 时 间 最 优 控制 
设 工 是 巴 拿 芯 空间 ,人 各 (是 三 上 的 强 连 续 算 子 半 和 群 , 邯 
G(t) € (X), Vi 
G(-rs)-—-G()G(s), Vt, sz50, 
«283. 


ads s mr E 
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G(0) —1, 
lim G(Dsz-zs, WVscX,. 


例如 , 当 AC V QC) NE, EX 
sa) - 3, 52-., Q) 


EAX KEZA TE, CD GG) =e”, 

Aj XX EHRE RR TERGO) TERA M d o [513 

lGG)|«Me", viz0, | 
HEEN: FE AX PRAE R DA), EST € DAR, n 
lim TW £ 
TUE, BEJ Ae. MKOELHRHERT A, PAGCOR, A 
以 证 明 , RER TA ZE DIST, 即 如 果 wwE DCA), 并 二 
| lim Ta—m, lim Ae, — 


f£ TE, 那 末 2 € DCA), 3E H. 9 — Aa. 
关于 算 子 半 和 群 , 希 尔 , GR PHEXRNILT PE, noue 
XENON 
A EJE (H. O. Fattormni) 讨 论 了 X 上 的 发 展 方程 
da 
u 4400), (2) 
$(0)—z., mlt) =% 


的 时 间 最 优 控制 问题 , 这 里 my mer 给 定 ， ARRATEN GÈ) 
RREI, vC): [0, t] X J& d 4 (Boehner)ngp AW, 3 Hi 
POIS, A prid iz o) €Ua. 

L"([0, o0); X ) o v (2: [0, c0) 9 X. RAAH, 并 且 它 在 
任何 有 界 区 间 上 是 波 赫 纳 可 积 的 . 

HF) ELO, e); X5, ORARE 
^ 284 。 
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wm(t, v) =G (Arot [ GG v()ds. (3) 


HARRIT AR ul) CU us, 使 得 
m^, w) =m, 
HHU ola, v) =a, v(*) EUa IR 0 4. 
置 
K () - fole- f E-ds, vC) EEC, +0); X)}. 
定理 1 4 O0-ni gh 


K (0) —-K(t. 
证 HA 
[GG -vG) ds -| Gto)«(t- e)de, 
A Hl K (DO c K (t5, 
X B 


f aolo) do=| .skc)o(oa) iud ho G (1--S)o (2-5) ds 
-f aco («t GG-of even ac 
Bre Ko ckqo. 因此 , KG) -XK G). E i 

id K-—K(t, Wt50, 
BE EO, 4 oo) rP Pp ANE, i8 
K g) | 
-人 le- G6 «(xs (9ds, vC) EICO, o); 2]. 
RRRA KOCE, v9, 


现在 证 明 
EE? RICE, 
"C 
lm L| ze()di=1, (4) 
* 285， 


ea 
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E a Et) =K, 
证 ”由 {机 得到, TEE 80, did 36 ck ehs 


=A" Í u F 
NETTO SN 
d 67:2 8, ta = (12-45) /2, mE (t-F5)/2, ***, 那 末 


加 NN tn = i {2 p --— z-ü, 


i— Isl l- tn) 0, 


lim =t, 


用 一 = 9 


因此 [^ te ($)ds o 2 (baa 1). 
MEEK, IREE oC) ELO, 60); X ES 
s-[ G(&— eos) de, | 
“但 是 | 
: f GG 9» (s) ds— El" GE E — s)v(s) ds, 
$ L G (£—o) ( XR (o) [^ Ge — 5» (ds do 


n=] 
Fak 
上 | xs(a)do., 


(5) 
x o= |" Go v (ds / | "as odo, 

: 0 Ve C [iu fas], 
那 末 因为 | 
[Ste | «Oa — 52 / A Ls taa) 740, 
这 里 O 使 得 IGQo —v(9] «0, VO«s«o«t, 所 以 
| v(*) € L7([0, +o); X). 
* 2885 * 
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从 而 由 (5) 得 到 : | 
s-| GG -s)v() ds 一 2 N G (t —-o)v(a)a(o)dao 
-| a-e)stoyrs(o) de EK). 
在 实 变数 函数 论 中 证 得 ， E pd (4) 不 成 立 的 点 的 全 体 是 零 
集 ， 因 此 , ALENA, ge | 
Kp) = 
引 理 1 immu, v), i EUa FEFE e>0 {t4 


lo (DJS e e [0, 6] EJUS AERE Br, WE %《') 不 是 最 优 的 . 
证 根据 假设 , 成 立 着 | 


ei GC )os-- | Gls) de | 
- GG yet | GC) (3 0)do. 
ST vx, WELS | | i 
: Gerora d OHG (s — 0) G(r - 02g) de, 
y [^ act oo WC nd 
^ 2i ec Gets— oo hss go. 
s | | | | 
a GG) as | GG | vo) 


1L (5-0) G(r—0) wo) 
M 
+ 二 | G(rts—o) vhs do 


« 987 « 
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3j t v0 充分 小 时 ,成 立 着 
| ZF Ges oo (on) Ms 
«Lt [Ers o) h ds, 
L46(5 -oeoo 
«li9e-o)lG6- oma «2. 


置 
(o) = 一} 1 (Gh mo) G(r oy) 


HL CPP -—^ 

Tio d > 

EK OCE RAAT, 3C B. 
io(a)lx1-—s-Fs-1, 


m =0(r)zo+ | GCo) 9 (o)do, 


BibL zc. 可 以 用 时 间 T 达到 ， 即 2C-} 不 是 最 优 的 . B 

EESO 如 果 uR eC) vC, 加 是 时 间 最 优 控制 问题 的 
fe, s 是 最 优 时 间 , BE | 
o lupi | ^  — (8) 
JE [0, 二 几乎 处 处 成 立 . | 

证 EM, FE sa>>0 和 可 调集 E, CE), HIN s 

|o C23 | 1 — 8, 

根据 定理 2,fpitscaE,s-cuU, HH E y(5) =K =K (s), E 

FETO € L'([0, 0o); X) fl fg | 
|'G(— o8 (o) aso) do— | G(s-e)u(e)do. 

SO v(0)-(1-8)u(D-av(D0xs.08, vic [0 t]. 

«288. 
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ARUM fE 吾 时 | | 
lOIsQO--220--5j2(D], 


TETTE: 
Iv(0l«1-8. (7) 
从 而 存在 ei 0, 使 得 当 8 充分 小 时 ， WOJ- e ELO, JER 
Y. | 
但 是 


cs, 0) - GG) f GG- c)yv(a)da u 
- GG) n (-3)]. G(s— ibd 


x G(s—a)e(o)xy (oido. ; 
上 式 右 端 最 后 一 项 等 于 | 
5| eG -oju odde, 


Bro m(s, v) — Gy d | GG-e)u(e)do = -Cs wu). 


由 于 vC) BB ao 迁移 型 cs 的 最 优 控 制 ， 根据 最 优 福 原理 它 
是 把 zo 迁移 到 zfs, 4) 的 最 优 控 制 ， 从 而 册 w(s，%) 二 w(8, v) 
ee" 也 是 把 zo 迁移 到 eC, 四 的 最 优 控制 ， 

但 是 , RE CD) ASHE EL, oC) AEM wo 迁移 到 22s, 2) 
的 最 优 控制 ， 从 而 得 到 稚 慎 。 MARAG E LO, 起 上 上 几乎 处 处 
INSE, i 

一 般 地 ,讨论 发 展 方程 E 


id -—Amn-b(,v(0), : (8) 


a v(1) € U, : 
SEU 是 巴 拿 赫 空 间 Z 中 的 紧 集 , Bos BE OR dC, D): RXZ 
>X EREN 4 AAA TEE OOR. 
. DAG. 
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WE vC):[f0, 4] U 是 波 赫 纳 可 积 的 ， BER o ERr 
制 , 记 为 DEE: CUa. 

34 b(t, v) exo, U = (ella e), (8) 成 为 2). 

当 90) CU B, 我 们 称 


ott, at aG- a O 


HOT AAE, RER A COO 的 解 ， 
id EEG) 的 等 时 区 域 ROX 
4 RO- iz|v—(t, v), v(-) €U. 
根据 波 苗 纳 积分 的 性 质 , 运 用 第 二 童 类 似 的 方法 , 可 以 证 明 
定理 全 Mp DOB,ARQ)UNBG RG d X PRA. 
证 die cRG-1,2),eCc(0, 1). 


对 于 s>0, WE oO EUo 
laet, e) E 
所 以 | | 
poat C "m arli, v4) 一 (一 oo 他 | va) 1-4. | 
但 是 


e(t, v4) + TON tg) 
Gn [GG s)b(s, os (9))ds 
taf G2) s, (0) Bs, va))} ds 
根据 a€ (0, 1), Zee Exc [0, 可 ,使 得 
af. G (E —8) {bs, v(8)) —b(s, vals) hds 
- [,, 669 (6, v (9) ~ Bs, vu) den, 
« 290 » 
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[n] « A E 
[35 E E E i | E T E 
| o2 4- (Om G Gn f, Qt —s)b(s, v. (sy)ds 


- | G (1— D. 8, wen 
[0,1 ]'.E$ 


Dc á u COM 3 VS HER, 
i. bo Vs€ [0, tE;, 
WE v CUa, HEH 
ea metes Gt 5) b(s, isce 
所 以 am, + (1— aJr E RCE. K 
设 在 X 中 给 年 了 AIS Q, TRA, KEAR. E! 
困 讨 论 下 述 最 优 控制 | 问题 


Es —inf(flR(nQsgr. | 
运用 第 二 章 $4 类 似 的 方法 , 可 以 得 到 
BG nQ-«9, | 
a. ROQO0nQ-9, vost, 
如 果 存 在 wl") EUa, BG" u) CQ, 我 们 就 称 vC at. J = 
oCo, u) NiE POET PETI DEA 1] NE at, ari 
证 明 le, E Qul EGO AERA. 
nn EE 
LEX, A-1480. C | 
A, s= etz, vseQ, » ., 00) 
OQ, et, v) —e(m)»«0, WoC) EÜ —— 
由 上 式 得 到 | | 
(0 [9,80 701, v(0) LG, u(02)di«0,. 


* 291. 
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从 市 | 
| «ea - EA, È (E, v) =a b(t, u(£))»dt«0, 


NM voL) CU, o <- (11) 
8g PO =A, 
Uk | 
TELLADO), Vn) m3, (12) 
Wi CECI) 成 为 


SEG, DCE, eD, uD Yo, 
| wu 人 Eee | |." — (18) 
如 果 上 是 C, B6, eC RER, A0, v CU, E 


-[" Vs (4—À, t4-], 
us), Vse€lo, iV —h, t Fh]. | 


那 末 «(D ED di (13943 3] | 
| Mao bís, v) —b(a, Ba 


ALIE 2h, x4 h — 0, 得 到 TEE 
QD, bE, v) —b(t, «(0)»«9,. 


qs) 一 


EB oo P 
max Q0, m 25-40. blt ea). — (4) 
这 是 最 大 值 条 件 ， 而 不 等 式 (10) 是 
ly o=o YoEQ, (15) 
CERRAH. g | 
A bG, v) - Bv, BEZ, X), 了 是 名 中 的 凸 闭 集 时 ,可 以 
292. 
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证 明 : ROE X PAARS, 
这 时 ， RS ESSE HA RUMBO 


大 值 条 件 ， T 
— MT dt fe. 
HUGONI. 


gu 


init 


e. 293. 
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dal ELLE 1 


一 — E. 


设 对 十 集 X 定义 了 元 素 之 间 的 加 法 及 元 索 SARR, € 


qedfüycX, FEE- H otyc X HX, IH 


c-ry-—y-dm, 
存在 0 元 满足 
$-40-—mz, 
HT rca, 存在 唯一 的 一 6 与 之 对 应 ,使 得 
2 十 (一 2) —0, 


对 于 s€X C HIaCR, 存在 唯 … 的 azE 斑 与 之 对 应 ,已 满 足 
et 
(ut Bw=ari ps, Vo, BER,wER, 
a (foc) = (fm, Va, BCR, sE X, 
二 ,六 一向， vVocX, 
0.—0, HA ISP 
MEKE: DACH 0€ X,7EdQ 0€. 
这 时 , 称 之 是 线性 空间 . 
和 例如, [«, 8] 上 勒 贝 格 可 各 函数 的 全 体 ， 在 通常 的 加 法 和 数 采 
F 构 成 一 线性 空间 。 又 如 , le, 6] EXESEENAEHEA E, TEXTS GUN 
法 和 数 乘 下 也 构成 一 线性 空间 . 
二 ”线性 赋 范 空间 
如 时 于 是 线性 空间 ， 江 且 对 于 w 二 于 KENA lad 与 之 对 
P, HL JE 
joj=0, lv] —0 的 充 要 条 件 是 2 —0, 
«294 » 
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L4 


lezl-1]elisi,  "VecR, scx, 
| Tde-gl«lisi--iyl; Ve, v€X, - A 
EX RABHES ig. 07 
H sQCX n0, 1,2,--., sCAX in E 
— Hmime[-0 
Bj, PR odiis NEN. 和 如果 {mw} 有 极限 ， EKO 
lim [2. — tmt = 0. l CD 
但 是 ， 一般 说 来 ， BERKE BUieIXEE. Dum X 是 由 有 理 
数 的 金 体 构成 的 , 不 能 由 lim ental = O fitt Co) 有 极限 ， 
JR EE PE S zs I 中 任 一 满足 (L I F1 ient AR AE 六 中 有 极 
限 c, 就 称 OX 是 巴 拿 赫 (9. Banach) 空间 . 
But, L Xk[e,8] EMATEAN of ) 的 金 栖 ， Te LUE 
MEMAR XX M rO AEREA e c 
EE ld 
353€ lel LEE HZR, AA 
i [inm tite : 
M ERQ)ELAERO ，- i 
i ie f p (9-20 lä =0, | 
所 以 ， 二 是 一 巴 拿 赫 空 间 . 
x Bib D (la, 80) (p-1. [a, 8] EXSR LLENOR H 
适合 | 
NN |a C faito, 
的 函数 全 体 ， 简 记 为 L. ICRA HEOR TURAE 空间 
这 是 因为 


` 
E : i UR H 
"UE : NP 


a A95 * 
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Iz dry CO [^29 sc [7o 1v 19), 
MAH 9C) .y EL e, BDE, sry C UA B). 在 
Lilo, B] 引进 范 数 


let) l= (fll lea) . 
那 来 可 以 证 明 三 角 不 等 式 
scele C) be] eC 


dk, MRa B0, Z+ l EK 
S Bo 
ee T "n 
及 而 由 uC) EL, v(-) € Do, 推 知 不 等 式 
|t |o Lt. [uto [5 1 fo 
Teh wh ^s PE s. eH 
右 端 在 [e, 8] 上 是 可 积 的 , 且 积 分 等 于 
goce 
P d. 


BIB, EXE AE TRR, 从 而 
f (ethol) [dis helyt ALPE 


-(f. D oy pae) (f. sore) 


BORAESUBOAE RAE GOCCE S E 
IR aÇ) C) EEP, SK [a C) + [yC | Ze, ARE 


| OIR: "cfe 
i LIOIESPIOGIP 


Iz (2) y) |? Clo CO TF 1g CO [)* 
- je |- ClaC2 | 2- |y (D D? 
* 77 5 eyOlcdeoy xig rk 
— 项 , RE AREIS Ao, 得 到 
« Dopo 
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J ra S delto prat 
* et) ls 0 Cle en | -+ yo pan)? 


EO ü (leo | Ivo edt). 
Km [Ceo Le leo Dra lo Coe lv COd. o 
因此 三 角 不 等 式 BEEN 
LORPTGIE TOIT 
RA. WELL ICa 81) (po 1) E PME MGR SE, 也 可 以 证 明 
Ia 81) 5548 80... ifi La, BY) (pr EE AC R7 
再 如 空间 OC[e, 8])，{&, 8] 上 的 连续 丽 数 a《*) 的 全 体 ， 以 
通常 的 如 法 和 数秒 构成 线性 空间 , M oC) MEDIEN 
| eC) To miax |aC € [oy BI}. 


CRM RE SEHEN TES D 
EMT IIIA mM 
WES: ZR EAER, RR C E 
fety =f) +f), Yo, yEX, 
J (ex) of (x), ^ Nac R, oc X, 


MISEK ERREZE. MEFE MO, 使 得 :1 
dM» | Atl - 
就 称 了 是 于 EHE RAUS, 


Romi lali Bbe(): BIR" 是 可 积 的 , 并且 

aC) C PP([w 8, RC) € Zola, Els Fr)， 在 通常 的 加 法 

MART LCa, 8], ORREZ. RURE 
teih- (f ley", 


. 997.» 
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从 而 , I (ia, B]; PO LES ) € fto, 81; R^), 
由 积分 | 


| fe f "a O, ve» (2) 
定义 了 LUA Ah RY ERARE XB, :> 是 民 中 的 内 
PL RÜUDEGRSCRAGRAREDO. 


F I [eto ly Mte CO Lo EM 


A f dE "0o, 8]; RO EBJZE S ERTETE PR, 
ZBE. Riesz yii iL (fa, iha n SAE 
B i DEl), 使 得 . " 


| fe - [ scoyaa. 


而 L(a, 8]; RY (p 1) EfOBE HEBES RUE ERU (2. WE 
明 见 便道 行 is job ode SEHE, . 

线性 跨 范 空间 X ERE RHE n A x x 在 通常 前 加 
EARR THREE, PEME X. i E: ES Hh B 
XR HERAN E | | 

LE sup MCN " 

那 末 x*'d&sepr kx ako. mIebupeH. EA h, mRX* 是 也 
GE]. PX" 是 线 姓 赋 范 空间 OX MEA de g, 

iis pups Ep MUT 
i üm 六 一 六 让 一 。 M a E 


37 72 cTo08 


BKA. 
|f.) fa Ce) e LG 22 0 | LÀ feel 
22 TEN (o) Gio EX 固定 时 ) 是 有 极限 的 , 我 们 定义 
EFOR fl), 
. 208 * 
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EHfDIXoOREAREB.GEBHO 0 0, 40 
f) | ol al shel 
EX O |f &) | «M lel, 
这 里 MAONUE LAM. 
应 当 注 意 的 是 ， 在 证 明 X* Mo scde end, 并 没有 用 到 的 完 
At, 
X* HRSA Xv. Foc Exi 
LF, 2> =S ay. 
IK <e, w>: XR EREN, 并 且 
um CKA, DIELE 
邵 io 


He, <, 从 是 PEL MPa 它 是 XIX" 的 元 素 ， 由 此 ， 
空间 也 的 每 一 元 “对 应 于 及” 的 某 一 元 ， 这 就 是 说 ， 可 以 招 节 
KAR. WEI" X, RA X 是 自 反 的 . | 
根据 D(a, Bl; FO (p BUE AER EETE ER RUOTE ERR 
知 , tz f) Jt zs p] Eie, 8], Ro, Yep g gam 
| o sla li. ZEN 
p g 
而 Le(a, Bli, RY KRE M X L (a, Bl, RO. 因此 ， 
Ila, B1; PR 是 自 反 的 包 拿 半空 间 “ 
可 以 证 明 ,; LC, 80; RO fei x a AE LCa, B]; R*) (区 间 
[a 8 EREET Fo d EE CRUS NERA ED HIS, D Clo, 81, P) 
gto RASA Los, £l; RO). 所 以 EC, Ek ROTERAR 
已 拿 赫 空 间 . | 
"WE T £0 1 61 | 
MR acc, EHEN € Xt 成 立 车 
(o imf) =/ (2), 
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就 称 {ow} 在 X Esse 显然 , 如果 C 

lim |n, — gl| =0, 
即 {mj} 强 让 合十 <， 那 末 {z,} 弱 收 化 于 z， 但 反 过 来 不 一 定 对 ， 例 
如 [0, or] 上 的 平方 可 积 函 数 全 体 If， 2 中 ), 报 独 勒 只 格 定理 ， 
对 于 s()e€n, 221) RC 


E limf” v (t)eosCaijdi=0, 


得 是 人 cos? (n£) dt — =g 


Aa T O, pp {cos (nt) } ££ PATO, 221). iiti 0, "ETT 
FO. 
LI usd. iRxHt C, akin 
Sae eon, i 
MPR. FRATS. | 
Boios) EL"([a, BD, eC) € LC, BINE 


im | P awaa |" z()y (dt 


XP yCO€L(o, 8) ERE, i Ss es C dk L^ E59 HAF 
e), 

巴 拿 次 空间 X be rrr ri 
— 有 did nEE, 0; s 2, us 
wn PULAT m, BESE)ocE, 

i fs, MARDER. 但 反之 不 一 定 对 ， tilia, L^C[O, 21) 
中 的 单位 球面 B. 

lsh ja limi, 


显然 ， 如 果 Tak) c5, EAC. —e(: IU ARR Hj 
» 0D +» 


-> " 
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| I a= f." | n (£) as 
知 z(-) € B, jer B Æ L^([0, 2m] ) 中 的 闭 集 . 但 是 
1 
~= sin (n) 


的 范 数 为 1, CHARRO RE. B 中 , Bo B RERA, 
定理 了 发 王 是 可 分 的 巴 拿 赫 空间 , /,EX*, 并 且 存 在 M> 
0 使 得 | 
«M, 
那 末 工 户 } EXE SR IC HO FAN. 
注 BREDEMCERX JE RI AMO, MEFE eL € X, bo 1,2, - 
BEEGPPsCEGSBWOO Exe ERR O 
lz 一 加 | 二 3. 
AE {ax} BERND ARES 素 一 致 00! 
证 ”出 于 了 (oa 是 有 界 数列 ， 所 以 存在 收 伍 子 列 ， 记 为 
SEMENA EREA CO ERAEN 3: 
lim ETC 


存在 ， BHF {Juna RARA, fEEG S Css) 
{fnm a) F, Tl ER ERE 
lim 六 wz 
存在 , 这 时 显然 极限 m 
lim fa, NCA 
也 存在 ， 逐 次 进行 下 去 , 得 子 列 C. SY 使 得 极限 
lim fs, n) 


HT, 2, e, k RFE. 
BSE — fuas, B3 29 ERE R Sh 
s dOÍ- 
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1 fF uik-i 
E (fumba 的 子 列 , 所 以 对 于 %, 此 有 极限 
lim f(a) 
存在 . | 
现在 证 明 *PPrCX, 极限 lima GJ EGER, 3 这 只 要 证 


lim JO eee - B 
事实 上 ,由 于 i: 
[FO (o) —"() | « | f (a). =FR eN | 
\ + ICON |J æ) — foo) P 
XboCOX Mso, 取 o ME | 
[7— ml «e, 
WEAR | (2) f (m pe«Ms, 
[A09 (2) — f) | «M s, " 
Mau o MOOSA |«2Me-- [£9 G0 - f), 
EPA dim |f) f'"(2) | «2s, 


但 4>0 是 任意 的 ,所 以 
dim FARES e 


RM imf" (a) = lm faae) 
4E. 设 FQ) = lim apo E 


WNUK fX R 是 线性 的 ,并且 由 于 ， 
|f. (œ) [<M], 


得 到 KOSINI 

HF 于 一 民 是 连续 线性 泛 函 ， 它 是 {Sa} 的 子 列 ad BU 
5g ELS | | | 
* 302 « | o 
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定理 1 表明 ， 研 * 中 的 有 界 集 是 弱 " 歌 密 的 ， 即 能 在 其 中 选取 
ga "ic ex T. 

把 定理 1 应 用 到 Le, p ORGA BIRAO 

有 界 集 是 弱 * 致 密 的 ， 我 们 在 证 明 等 时 区 域 的 闭 性 时 曾 利 用 该 结 
论 . 
C RE, LCa, 83; R^) OPORRA FIERREN. 这 是 因 
为 ; Fe([a， 8); R") 是 Tla, 8); R Cg = -p/ (pr DRAEN, 
Le, B8] R')EWAMB, 3EH Le, 8]， 色 ) 是 自 反 的 ， 所 以 
Irie, B]; R^) tt 38" Wc CRT c Gc — sm. | 

定理 & BOXIGRGARBS g A GN, A Te de fuc Xt, 
VI «i BH ERI AX, LH flt, 在 LSA PE FIUS ME 
f$ Sa BORAT fo. 

证 BOX Rud, "bti e) e X 53 ROMA (p toto 
Hle X). E 
0 HMesE'ORA BEN 

了 Jus Pn 
因为 Fo 荐 可 分 的 ,存在 有 x X", H1 | ES 
(ode 
E lo.) Lf ext, £I) 中 是 稠密 的 -， 

XE. {Sfm} 1, 2, s n=l, 2, “是 本数 的 ， faex, 
FEES | 

RENEI 1o t, HE (ads Tr fune 使 得 


dA MS fo | L, j=1, 2, «e, 


这 时 ， 对 于 任 9y 成立 着 ， UN 
i lim fn (24) eu. | 
Suum i—£F DE ende X qug, A CU 


» 


* O03 * 
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im fes) fon). 
E] fas, ARAT Fo. | 
定理 2 3:9]. 24 X 可 分 时 , X^ 的 单位 球 CP EI FI EET 
A B. 
E D0fÓ 
BERRES NX HHFH, WEH FEE, VEEM 
^€ [0, 1], REF 
| hr (I=A)YEE, E 
BERE E X opus Ex 
x X R Ss RI, 如 果 存 在 me 人 如 fit 87-0, 使 得 
{sl lo — ol «53 c E, 
就 称 百 含 有 内 点 ， 并 且 称 mm 是 召 的 内 点 . 我 们 今后 让 要 讨论 色 
RESH 万 中 含有 内 点 的 是 人 和 ， | 
例如 , X 中 半径 为 ?>0 Rl 12] n) REP RS m 
THE, URRE 至 的 内 点， 这 时 ,对 于 CX, 
TERASO, 使 得 zs 是 E pi, E 
p(w) —inf(A-0|a/A€ B}, 
BEPC >R 具有 下 述 性 质 ， 
. 1" pi)-0, VsCX, s 
2^ plar) —ep(z), | VscX, a0, 
S8" giry «prp, Ys, yE. — 
性 质 1° 是 显然 的 ; 由 DEF, 知 p(0) -«0, ga 25 对 a=0 成 
立 ,对 十 .0,BÀT 


sem oho en]-niftsa tách] 


-aint i20 | 2EB} ap), r 
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所 以 性 质 2^ 成 立 .甘于 性 质 8° 的 证 明 如 下 . UR 2-0, 1-0 ff 
得 LoCE, Ty € E, AGRAR E IHE OH] 


1 A g p y 
— | E E meeer 一 -一 k IL E 
A-t u (ty) Ai fe A 入 十 只 hs 


因此 (| 
ploty) cint| 0| Les) Ea) 
inf {s+ nlh>0, "m I«cm, Lyen} 
~int {2>0 | 


所 以 性 质 S? 成立. 

IJOI $ qur SREK. Minkowski) 函数 . 

定理 3 QEEGR OX pne 03 EH nC EWA 
DESI AES QERE PE QE TES: 

g(x) «1, | 

BHO x dE XVE BP BIS 
B | 00 POD 
EE. 当 E 加 时 ,显然 成 立 Do 迟 1 

如 果 = 是 召 的 内 点 ， 那 末 妆 57 0 充分 小 时 ， AGER 
Tq E, AT. 


pe inf 以 >013 x en} 


E t es perpe) 


1 
14-8, 


EX, p(z)«1. 记 281 一 1 一 p(w) 0, 这 时 


1 4 jo 
TIA DG d À, tE H, 


由 于 0 是 ERA, 所 以 存在 5>0， po ly] cS BE ye B. 从 
而 根据 E 的 种 性 得 到 - | b. x o7 R 
« 905 。 


m. 
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Swt (1— 85) * mE E, 


l— aL 
Hlz--BycE. Bt tbe 55s 为 举 径 的 球 ” 
(zilz—2]|-8:5) C E, 


Wir E RIA. 
WE eE XE BR WREE 20 使 得 (1— rei | 
这 样 , MASO, Lac, MUS L1 6 JAT Aiii, R 


kpe Bz, pæ w 2p), bh E 

pæ) 6 , Prel i 

EEEN qx5,7€ E. | (3) 

这 时 ， i GII- vj 3.5) - X EI, 否则 , FE y jE: T., 
os 5L. erEQ4.CeHDA 

m €E, 从 而 | 

d 


D Cy (e+ 8.) = TB c i 
t] GEF. MARUZ a] <ð} 位 在 XE H, EE 
XAE KKR. | p I 


UE, BIWACNGGE DUC pC) WIEUROERIIS o Ak A E RH 
点 . 
| aa RX RAES X 的 宁 空 间 ， f X. 上 的 线性 
ES fAG)«pG), Ye ET, 其 中 pC): 了 一 RR 满足 
ploty epla) tp); We YEE, = 
plar) =ap(s), .  Ve€X, a0. 
那 末 在 X bOfpGHdbm fU >R, 满足 
"fæ «ps, Yack, 
(o FD fa ^? Vuc Xu í 
定理 4 称 为 汉 恩 (H. Hahn)- P cM UMS DUREE RI. i 证 
e 806 - 
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Bi Me SR PET? IS AULA IS[S.. 
定理 5 W ERER AX Bg, 03b 加 的 内 点 , pe) 
dé Iu AJQESEAAEG ac E UEM isole d 
线性 泛 画 了 ;并 一 民 , 注 足 
J Go) -— p $ P c» 
fp VWot&xX. (4 
证 4 Xa (| AERE, 
Jb X. a 的 线性 于 空间 ,在 人 BEAG 0087 07 
(fano) WAP), x D 
IE JÆ Xu. 上 的 非 零 线性 泛 醋 ， 并 县 着 和 0 时 | 
faune = piso) , ^5 (b) 


4 A<0 mr fium) ~ At £4 — i 
因此 ， w eE Xai p 4- DUE CULA M 
fi) «pn. 


根据 定理 4, TEER f: — A, 满足 
"m FQ f, x YscX4 "T 
JG) s pta), VR Es o (9 
mi HLS EL NCOECIO E IPE | 
Jf Gro) zr. 
- HD OE E RE ESELEDESÉE 57-70, 使 担当 aem 
zc, p 
从 而 pis) «1, m 所 以 
| fo)m—p»p-sa. 6 
从 而 —g(—2)«f(a)«pa). | 
E, S jae[-—85 mp [fO [«1,Hl fd s-—OARiÉIEA]. o — HN 
定理 6 jk EMF REDSARWRBDX HAR, 5 SUHPNS,S 
的 点 者 不 是 如 的 A ER, RTE AES B X SEERTE TI BRL, (CT 
do PE 
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supt f (z)|e € E) «inft(f G»]y € Fi. 
. RI FB ENFERM. 
dt Ës- F, Bk PR dn RA 加 SA, 0E F 
Bop. Mam E-r 是 含有 0 为 内 点 的 后 集 ， 一 %o 不 是 它 的 内 
点 ,根据 定理 3, 存在 非 零 的 连续 泛 杖 ,使 得 
f{— Eo) -—p(—9), 
fap,  VstX. 
XCH p(04& E — 2, tipp AR A HRS o a c E — 各 时 : 
f) «p(2) «i«pt—- to) —f(—29). 

HE, ec E, y EF m ey tE 8-1 从 而 

p f(is-y—9)«f(—-2), 

Ep FSS. | IMEEM 
这 是 巴 拿 赫 空 间 中 的 凸 集 分 离 性 定理 . X 
EJEX*, |fl=1, rER, 9k X nml 

| Faer 

的 zx 的 全 体 为 半空 间 ， 最 热 , 半 空间 是 六 凸 集 ， "TT BS 

六 分 在 两 个 半空 间 电 ; 

由 于 廿 集 的 交 是 凸 集 ， 所 以 有 限 个 下 无 限 个 半空 间 的 交代 是 
— Hh, 
Rx, UE EEA HAR, NICK E JE Bd BUT 

-o 

实 上 ,对 于 soc E, 存在 06720 使 得 球 (ul [e e] 过 时 位 在 
mae 对 E sk | le— aol <8) 应 用 定理 6 得 到 , 存在 VE 
, Fi =i, 使 得 . 

spi (2) | 2 € E mtt f(2) |[2— mol <S} - 

fF (29) +inf{ f(z — so) 112 — “ol <6), 
Mm. sup(f(a)|e€ Ej«f(m)—95. 

* JOS » 


PDF 文件 使 用 "pdf Factory” 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


pu, E prre p nop s tar 
H,,— {0| f (2) « fio) —8) 
中 , 从 而 | — Ec fi (Hs|zo& E). 
但 是 , 显然 me 蕊 五。， 所 以 只 要 BC E, VA 
doG LH, 20E BE}. 
E. ||  .E25f(H.[eEE. | 
因此 E-(UL EE a 


* 908 + 
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附录 2 变 分 学 基础 
本 附录 讨论 古典 变 务 学 的 必要 条 件 ， 
”首先 证 明 下 述 引 理 . 它 是 由 DuBois-Reymond 于 1879 年 公 
"fatty. D ebur: apr ~ 
BUS EmO): [如 , R) R RE EDGE kit, 如果 等 式 
OLOT a (1) 


对 于 适合 09) 0) 一 0 MEEBEDGIB BI 000 EHE, WE ma) 
FXE Uto, Al EEA (ISI. 


fi 
证 d o- | mXdt/ (5), 


TORC OROL (2) 
满足 引 理 的 条 件 , 并 且 
[eit dt— etn) =a) 0. 
Bs 
| (Dd - 5 65dt—-0, 
it 48A Etfi 
| Gm) - *d:-0. 


ATAT mO DESE t, RLE 

mi — e=, 
因此 ,对 于 m(*) 的 可 能 的 不 连续 点 ,上 式 也 成 立 ， 
g aiti + | 
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tbe E PL TA BUE IRI A i BR, 

E f[fe,tbxRxRRIEXSERDPRB), EER, w, 全 处 
Bf JG, g, r). Reio 6519 R AZRB, Hal) 
EHR (fo, to 中 的 有 限 个 点 外 24) HEREA, JEH E 
2z( ME BER EAE, 和 极限 <G 一 0 Ste C H- 0) JE Ze dE B9. 3008 
wo) =T, Dé) au, APER sma) JEXE SA RE ER Qo, mv) RI 


(5, 2D S. 
对 AES, DHG, o) BUR aC), SEE 
TD- r5 so, a A (3) 
BA, ZAORRETER CN. ZEER KRE PEHY 
的 基本 问题 . 
对 于 连结 Ci $9) JU (s, ATTT. po JAI z(-), 我 们 可 以 定 
义 它们 的 零 阶 距离 是 


do[s(-9, z] = mex [a - £C. 


EWA 1 REA 
daleke, z(- )] -do[et- a gC» Mt uS Iz — POS 


XE DEOM ) 的 不 连续 点 组 成 的 集 ， ik, MUER aC) 
CDDZXETEROPOUERUPETEAOEIOQEE:S: 
O RECEN, z()), WETO € No; 20-)).. 但 反 过 来 是 不 
对 的 . | EE 
如 果 存 在 570,05 20) ENO, s (C008 
| TELDI ECOJ ` EO 
就 称 oC EI TOCAR R Ati 如 果 G0 XP T 800€ 
N.QG, z(-)) ir, RRENEAN AE: dis Goog 
任何 连结 (6, mo) Ca, 23 88 E (*) WRT, 出 称 za) 使 (3) 达 到 最 
agile 
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2M. | l 
徽 积分 学 中 求解 函数 极 值 的 方法 是 建立 在 函数 的 微分 在 函数 
达到 极 值 的 点 上 恒 等 于 零 的 基础 上 的 ， 求 解 泛 函 的 极 值 问题 的 方 
拓也 是 类 似 的 , 为 此 , SIS IERI AEAHBUS, 它 类 似 于 函数 
的 微分 的 概念 . : 
ETT | | 
L (ci (*) + Bs (*)) = aL (Gs (*)) HELE) 
RER L(w(*)) 丈 为 线性 泛 函 ,此 处 x 和 是 任意 常数 . 
EX FEROE oC) CER 
AJ —J (3(-)) -J (a(-)) 
能 表 为 下 式 AJ — L(a(*), 89) + oldo), 
共 中 Elele), 50) 是 关于 w《') 的 增 景 6% 一 5(.) —2(-) OUI 82 39 
(ORRA REA, do do[2(-), 2(-)3, 则 称 Lla), Ba) 
JER JOCHEN Mig». 
EAI | | 
AJ —8J --o(do), 
RITE MAE 4o BJ 是 泛 函 (Ge(.)) 的 改变 量 AJ 关于 wo(.) 的 改变 
量变 分 ) 的 线性 主 部 , 这 类 似 于 微分 学 中 函数 的 微分 概念 ， 
在 微 积分 学 中 , 函数 7(z) 在 点 = 上 指 微分 可 由 式 


| df (m) 一 E fie-r ado) I» 
计算 .类 位 地 ， 由 变 分 的 年 义 可 扒 得 公式 
"—— e001 


BU de SE IE bg (O0 SESS UBL eC ER DER HF, 
Enio tR EXE EEGHE S9, 并且 
nto) =7 1) =O, 
= O42 « 
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那 末 对 于 82-0, 2/36 92-0 (ot [o | <E M 


max |antD l+ .Sop ien (| «8, . 
EE 人 PH nb 


这 里 刀 是 站 (.) 不 连续 点 的 集 ， 因 此 当 sE (23, M 
RC)-2()- C) ENa, 2(2,. 


从 而 o TECA Elten). 
dd F2) = atene), 
NK | FOF CE), 


BATTE C) fe 8 =O AASIN AE, AERA 
 F'(0) =0, ie. 5J(m(*)) —0,. 
也 就 是 , PEDE o C) XS BUS UU, WERE (*) 上 的 变 分 
PEFFE, 
下 面 计算 F'O), AX 

FO) - ^ fa, e() en, 8C 3 en (0) dt, 

所 以 i T 
F'(0) - 1278. an . zi ne) i 
" aft, 2D. mit) st di. 


因此 ， 如 果 2(") 使 7 KADRA, IEKOTET3EGSESEBS C), 成 


AME 
J AES EC. iO} a 
- 0, | o. ^ (85 


| 8j (f, e zt) n (Mt 


S a sca, 


a 1 
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B; EL Pa CO 得 到 | Ü "A 
f E es m (15) LN efi, «Co i) E nod. 


=0, 

根据 引 理 和 上 式 ,得 到 | 

EX dto(BREP SU BUM, 那 末 g 
au tD, 2 的 ) - [2f vC zl), D) n= È 


在 [t H ERA, p e Ee o 玉 T 
Ei (6) XP eCO KEA EC f 5], mor 
2 d. (ara. AORTO Of, »(D, 20) 9 ^ (m 
dt Ar x E 


如 有 二 使 (3) 取 极 小 值 的 x(*) 是 光滑 的 ， 那 来 oCo ER IB Dto, 5] 上 
适合 微分 方程 CO. 微分 方程 CDS 称 汶 变 分 问题 的 欧 拉 方程 ， 而 
(0) JE lk Ex Zr 42: 84 0 3 XL. | 
定理 工 表 明 ， DES C) EUIS IE MR Be zi. ) 适 合 欧 近 方程. 有 
时 称 欧 拉 方 程 满足 边 值 条 件 
m(io)-—aco, EE) = t 
的 解 为 变 分 间 题 的 板 值 曲线 ， 必须 指出 ， 我 们 只 是 证 明了 使 泛 画 
取 弱 极 值 的 曲线 是 极 值 曲线 .但 极 值 昌 线 并 不 一 定 使 泛 函 (8) 取 弱 
TE. | | 
Suiten p XXI I: (9 Ni EE, 
TL BEGD BORHRG, AHE CiS 6). 
gn Weierstrass Xj F {EIZA (30 取 强 极 小 值 的 sC), 3f— 
步 推导 了 -CBnéÉcBU. E5 HET A 
E: [i 44] XINXRXR-R, 
EEG, m, 0, 的 处 的 值 为 
| ide 
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O EG, e, n, DAS, g, DSE, m) 
E —(q— m) f. , v, v), 

并 证 有 明了 下 述 定理 .- | | 

定理 2 如果 CJA GR, sE £€ Go, t) 
处 是 光滑 的 , 那 末 。 n P 
Et, e), —— q) >0 {8) 
XIPo€RÜ OL. MEC EEE (to HW 处 是 不 连续 的 ， 那 末 
上 且 我 对 于 用 c 2:0) 48 OMRE. 

证 WGedkc(CONOGA, Hole 使 得 eC) 在 [5, DHE 

”对 于 充分 小 的 e>0 SX a C) 


"Eo VE C [to, a] U [5, t], 
2.) — a0 ta-o, Vi C [m, a-- 8], 
p, 8), ViE [e+e H, 
ext, DEO EE ccc RICE ME . 9 


这 时 Ps aC JE 601 EEREN, 38 边 信条 储 
Er (4) = tp, DeL) = n. 
TALOAK e, 6] ERIS, JP EL 


max [n () —2(2)| = max Va) -20)] 


«s|g|--, max. letaali) p 
所 以 , 当 se>0 充 分 小 时 ma 人 2C). 
X d (9) AmE 
QU, =r, YE [a, b], 
" Bo * 
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eG, 0)- D] ln ote) n (0) A a 0 Lj 


ELONE Vt € (a, b]. 

|OBUP aC) € NS, sC 所 以 

Ble) — J (2, ()) -J ((*)):0, 
XH d (0) =0, 
从 而 mE 8 | 
$'(020, tU |. (0) 
E E 
BCe) - [7 Gra, lataa), 0 — FG, a, £0) t 


*[.. UC. PG, e), ot, 0)) — FG, e (0), Ede, 
所 以 | | 
© (0) — lim 20) 


= lim - Uf Otala), q) FG, (0) ,2D) Yt 
lim E [ UG, vt, o, $t, 2) FG, o (0, Os 
+m LÓ (p, 8), $0, 9)) f, «(, 2G) 


8 
上 式 右 庙 第 一 项 等 于 
Ja, sla), q) —f(a, o(a), z(a)), 
第 三 项 等 于 
—Jf(a, pla, 0), pla, EA o(a), i), 
第 二 项 等 于 
. 316» 
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b : "4 i : 
| eO) ipf, 0) zs f (t, ED C0) Plt, Obit 


| af, e. D lpg, Oat 


4 9f e, e(t) 


«A1. 20, £0). (oj 


=— f.(a, v(a), 2(a)) (q—a(a)). 
P3 iit, | 
D (0) =f (a, wla), q) —f(a, wla), aa) 
— (g—s(a))f (a, æla), so) 70. 
对 于 wz(') 的 不 连续 点 3E (to; 02,23 5-0 TURNS ETE 
4(:} 的 连续 点 , AMIRE 
Ete, site), cte), 220, 
4 = 一 小 就 得 到 
BE, e), «(1 40), 9:70, i 
以 上 上 只 是 十 典 变 分 学 中 的 简单 向 题 的 两 个 定理 ， 允 于 更 一 般 
的 变 分 学 问题 ， 0 nao Fue 111-3-1 利 十 X8 
11l1-3-2, 


t i 


TE 
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附录 3 布 劳 维尔 不 动 点 定理 


定理 1 uB—ÍÍzcHE lol <1}, J: Er B 是 连续 的 AER 
FE wEB 满足 | | E, 
f (io) = io, | (D 
DECR 基 上 了 的 不 到 点 . 2b | 

这 是 L. E. J. Browwer 于 1910 年 在 人 Ánnal 
60 卷 上 公布 的 结果 :， 它 的 推广 形式 是 : | 

定理 2 grodtpupmpg ug, fuo 0 EES, 那 
来 存在 vC O 满足 ( 共 , 即 了 存在 不 动 点 . 

首先 指出 ,mn 一 1 有 时 定 鹉 1 是 平凡 的 .事实 上 , 园 

pæ) -s—f(x), 
那 末 p(:L—1, 11-5 R Jé3e Sg, 360 HE 
sg(—-1)——1- f(—1)«0, 
9) —1—/ 0) 20. | 

所 以 存在 so € [—1, 1], E1 pkr) 0， 即 是 了 的 不 动 点 .对 
Tonli1, Brouwer RE A ERREAZ TERRENAE H 
HER 即 给 出 不 动 点 前 计算 方法 .这 是 选 自 刊 登 于 Mathematiog 
of Computation, Vol. 32,1978) EHI e J, Mallet-Paret,J. A, 
Yorke Bie X. By. 

为 引述 周 收 义 等 的 六 法 ， 我 们 需要 关于 可 微 映 照 的 沙 得 OCA. 
Bard) 定理 . 

Ef: Hh P 是 光 消 的 ，y € RS, WRH cfc TH 
D f (2) RIEGO 

Range D f (x) =R? 
TIE 
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| 


vL re TRES 


RAYI! FiF 


= 


[9 Za gp 


就 称 % 是 了 的 正则 值 . p ycRdEJ EREXDBSHS, wCRROU fog 
值 , XXE YE v C fF G0 使 得 
D f (x) 
的 秩 小 于 pp, X HP D) E SE x 处 的 一 阶 人 篇 导数 攀 成 的 nxp 阶 
上 矩阵. 
沙 得 定理 ”如果 了; R" 一 Rr 具有 r+ 阶 连 "TT r> 
max(0, n-p), SEXE JLSE Er W y ERS, A E, E f 
Dos TELS m VE R 中 是 零 测度 集 . 
REA ATM RER, REPRE BEREN, 请 读者 参 
HAERE, TARRE ER. (7 
现 利 用 它 求证 明 
定理 3 HV AU Arx ERR R R” BJ S, AR o Vox 
U —R? HJ r 阶 连续 偏 导 数 , ro mnax(0, m— 9), WRCR 是 
S 的 正 风 值 , SESS JLOF- EU N ecV,0 E di-2-(a, R 
B? BE RHE. 
证 设 
M =a, HIE gs, 2—0, acCV, EU)}., 
HB O E o BUIEBUÉCHLSEALSCIE XEGE DRAN, OM Re” 中 的 
光滑 流 形 , 维 数 为 p. 
再 设 wR? xR” — RS 定义 如 下 ，: 
ze, D) =g. 
Hio ERE. EJE RAEM E, IRERE M aR, 根 
据 沙 得 定理 ， 尘 儿 平 所 有 的 5ERs, a 是 wjx 的 正则 和 值 ， 即 对 于 
DER, FEER", EEG, VEME M 在 点 4&, a) AES EU DIRE, 
BU XE er | 
Dada, v)b 4 D,d(a, wy —0. (2) 
X Bie, s) EM, MA 
. 319- 
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ple, x) —0, 
由 (2) 3 8j 
Range D,d (e, s) C Range D,d(a, «), 
从 而 
F= Rango Dola, a) 
= Range Dehla, c) + Range Depla, a) 
c Range Depia, DORP, 
Bi Ul, XPJLS-BEHBI eE, MR ecU 使 得 
pla, c) —0, 
a KE Range D,d(«, v) =R”, 
Rr O J£ 四 (的 正则 值 . | d 
现在 证 明 
ERE Uf:E'B 具有 各 阶 连 续 偏 导数 , WEA B EXE 
在 于 的 不 动 点 , 即 存 在 wo EB" iC). 
证 (eX o) CBX (~oo, D) xE", B= {s ER") o] <t}, 


B 

ó(a, A, 2) = (1—350 (x —a) +Ala— f (2)), 
353 $:iB"x(—co, D) x Br — R" 
RAEES IS SS, 并且 


D,ó(a, &, z) - C(3—3)I, (E fp) 
因此 , 如 果 AAI, pla, À, x) —0, BR 
Range 也 (和 A, 9) 2ltange D, (a, A, 3) -fi. 
因此 , 34 A ed mp, 0 Ji BE BU [EC ! 
根据 定理 3， 对 几乎 所 有 的 ecB" OI o.Hj] iE jf. 
$a l-o, 1) xE R", 并 且 
$,(0, a) =0, 
OD, 2) 4, 
« 320 。 
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EHRAM, E dE 87-0, 使 得 2: (—5, 5) R E 
Qu, 2003-0, H s(0)-—a, 
$ Tam pa (0), 
È Bn ERXGIB EBE aA, $$ 4 5 v R B R E 
—— H., 由 于 所 述 , Tape AO, o) aA n pE BG A 
一 对 应 。， 访 分 文 的 极限 点 以, 区 应 当 位 于 名 , I] x B^ p, FHE 


$a, X, a) =0, 
"ANA crci, ME 
(1—4) (a) -HA f e) —0, 
Er 2a—(1-3AX)a-TAf(x), 
AA ac, f(t) cH", Geci, Usem Ait, (2€ 
(0, 1) x8, 3x f, P, HAA C0, o) Zi RI — 30x O, 11x B^. E 
nl aEETHAR ER EX (A, mo) d E Ac 1, a0 好。 MER Gp Hi code 
HgAREPEA. PXE, H 
pia, 1, sz) =0 
得 到 T4 — f (9) =0, 
BJ zo Jk f ELDANA. BER a HECO, 8) 为 一 端点 的 连通 支 在 
(0, 1] xe 中 的 极限 点 得 到 的 ,从 而 了 Eh B" 的 不 动 点 是 存在 
In. F 
现在 证 明定 理工。 
根据 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weiersirasg) 定 理 ， 存 在 一 列 光 滑 的 .六 
ET D p—SUNSCPJ,JHBf4.B'—B^" XPT f FERED, 
Wi E 
和 一 六 Cox] —0. | (3) 
iie 的 收 策 子 列 就 是 本 身 , 它 的 极限 为 to. 
因为 : 


-Bele 
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[Po S Ga T Mun) — FG b TAG - Z9) V, — 
并 且 当 天 一 co 时 ， 上 式 右 端 趋 于 0， 所 以 在 (3) 中 令 有 09， ui 
$ 
£o — f (wo) =0, 
ED S ESASI NA to IFE, i 


» 322 0 
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附录 4 — SERES A SIX 


SERIA (A. D. dnm T.— Jun Jug eX rg stor 
上 讨论 最 优 控 制 的 存在 性 时 , 证 明了 下 述 引 理 ， 

引 理 ” 设 对 于 #E l, 8], Q(O cR" 是 有 界 闭 集 ， 并 且 对 于 
ie [wu 8], s>0， 存 在 8>0， 使 得 当 |# 一 | 之 5, re [e Am, 
QGC Qo) TsB, xx HL B= (| e| <1}, B0 QC) 关 于 包含 关系 具 
EPERE. LAS: [a, B]xR"— Rh 是 连续 的 .如 果 y ): 
[x, 8] — R^ 是 可 积 的 , 使 得 

vef, QH) {olof lE, W, EG OD 
flo, 全 上 儿 乎 处 处 成 立 ， 那 来 存在 可 测 的 w(): [æ B5 8, 
u(t) € QUO , dria ox | 
f, uE =y) (2) 

在 [c, 8] 上 几乎 处 处 成 立 ， | 

注 aA aM aE Te, E E, CORNAS 
QOO, ELDRA, AS RRE s Ene, EDR, 

当 QU) EQ AiR t R R Q RARAS JPR ad ) 关 于 包 人 省 关系 是 
EFEZ. 

E BOSK, MEIG ):Q— Ro 连续 , fO, aiT 815 Rn 
是 可 各 的 , 并 且 存 在 可 积 的 此 人 :La, 8]> R, A ED n (OO, Vuco, 
那 束 引 理 的 缚 论 仍 成 立 ， 基 如 条 ge(0DCfG, Qo, y CORTE, 那 来 存在 可 积 的 
uO): [a 8]59, Hg: EL, 各] 上 几 平 处 处 成 立 ， 这 是 我 们 引用 的 主要 
ER. E 

引 还 的 证 明 因为 f, ): Qo Rr 是 连续 的 ， 记 以 对 于 
VESE, QD, dE ft, OBRAST y RUE QUO JESEMET-4R, 
EUH y BEES —upk uw 为 最 小 的 = u, e 它 

: 823 - 
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f535— 4- H1 78, FEH PEO AB LÁ esu? rss Ru, 如 年 它 
仅 是 一 个 点 ,就 中 止 ; E RO SEHCIDU w, ut, n 为 最 小 的 刀 通 


p 


f (t, T y. 
我 们 根据 上 xE7P A d y () €f, OKRE, EA 
u(? € QC II ! | 
fü, w0)-v(D.. | (3) 


现在 证 明 ，w《,) 是 可 测 的 
如 果 已 经 证 得 wu (-) QD, C), n, unt Cm B tC», 
AC) nsu CEL, B1 EOS TIU, RIEN v Cf s 81.E 
AEW. BES. H. Cysm) 定理 (参见 夏 道 行 等 著 的 书 中 )， 
对 于 s>0, 存 在 诸 集 了 C [a, 月 ,使 得 
p(F)8—a—as, 
Wy), ui), M (OEF EERS, REEM, f 
FUD - C Fut) 
xps. TU, ÆA kE F, EB 
on 
uH «a, 
ur). 

由 于 Q(') 在 fa, 8] 上 关于 包含 关系 是 上 半 连 续 的 , 所 以 存在 
常数 0>0, WA uC), tE la, 有 时 有 所 GC， 从 而 (3) 所 决 
定 的 wl*) 在 fa, 8] 上 是 有 界 的 , 所 以 (Qu Ct) 具有 收敛 的 子 列 ， 我 
们 仍 记 为 (i0), Wr HEROS v. 但 是 

u(t € QC, lim i-i, 


而 QC.) 关 于 包 售 关 系 是 上 灶 连 续 的 ,所 以 
t= limul ERG 


= 904 » 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


XB wC v0, vw C)m y CEP ERIS, Br 
以 
VD mg, OLETA 
"ur lim u'*1(,) «a, 
u*1( a, 
VC) = lim y (5) —lim f Ce, u(8)) —f(, d (4) 


EH HDRES 
f, PO, - SU), unm, s, wm) ey (D 

的 第 ni 个 坐标 ur BRUM, EE 5 ar (d 的 定义 相 矛 盾 ， 所 

以 集合 | 
FUY a) 
ERAR, 从 而 CHEF LETING Spe, = 
， ur t1 (1), IEF, 
up DT to IEF, l 

那 末 uk CEE [es 8] 上 是 可 测 的 ， 当 e> Opt, ur" COE [a, A) 
ERWERATF e), MA OE, 月 上 是 可 测 的 . 


. 325 + 
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附录 2 E E E 


本 附录 假设 £ AIBSAH, EGER pmo x un nr a 
^. | 

定义 1 XARRA) E— X RAET, As EXE 
于 EAX* f(s(-)): E—R RJ DL$E WT IB. AUR 2C) 的 值 域 
tel) s C EE Æ X PRAE (n, Hon RA ESEQG- 
1.2.-—. m) RTM. BIS SC E, Et zs) c. ERÉR OO Boh 0h 
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C EU NE 
lim f(z.(8)) — f (e(3). 
Br EL f (o (2) J& RTL RS, 即 e (-) EE ag, 
充分 性 ， TARE, TUA AEUR (28 [s € E] 本 身 是 可 
分 的 ， 因 此 , 我 们 可 以 假定 XI 是 可 务 的 ,否则 用 含有 2 的 值 域 
的 线性 闭 子 空间 代替 X. 
首先 证 明 e)l ETMA, WEA a E 
A= (s| je) Pat, 
A= {sif (o(89)) «aT, 
ix RBfext]lfi-t. 显然 
A C Á s, 
从 而 AC As. 


又 ,对 于 固定 的 8， WME lel, 因为 球 ellela ES 
内 点 的 ,根据 附录 1 的 定理 6 存在 庙 E Ee 


oo os 人 (2) 
Il fal =t. 
这 时 ,由 C20 23:8 
lsop| fip < lo) i] -AECL 
pi fo(a(9)) = lol. 
PEL 05g sc.A, DW eilse JT Felel) = jee H 
sE Ar 因此 
us A, 

从 而 A= Az. 


RISK E RER 2, 我们 得 到 A; = N Are 从 而 


上 |À -Må r 
Viel ^ p 77 


"e 327 ， 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


Bib A= As HEA ENM, BAARN, AT eC) 
可 测 . 

因为 值 域 {zw(9) [s E) 是 可 分 的 , 所 以 对 任何 自然 数 m 使 该 
信 域 可 以 用 可 数 个 半径 <È 的 开 球 Sn(j 一 1 2, -) PR E 
Brn 的 中 心 为 D 3. n5 我 们 在 前 面 ELE Iz CO «sl 是 可 淹 的 ， 内 而 
Ere B,,—ísc E| als) CS, A nj MH, H. 

E=} | B. 
jaj 


i $C Bin N Lj B,,, 时 ， H. 


CREE 


BT E-U( B. NL) Bo) 所 以 对 SEE R 
$1 j-—1 


le) eG) LL. 
容易 知道 xs(.) 是 强 可 测 的 , 从 而 它 的 极限 CO RRT. — 甫 
如 果 zs(-): EX RARER, HO CB el) -ali 
12,0, m, E-L] Bs 我们 用 È om (B) 3E X eC) E Ef 
积分 ， 
定义 8 设 w(.): 召 -> 了 及 , 如 果 存 在 有 限 值 的 序列 {x,(*)}, 使 
得 c C) JUPE ACC eC), B. 


lim| Ja (s) — a, (5) ds 0, (3) 
就 称 =(,) EE FGRUAEA E PLN, EE Le C ERA 
为 
| , ode tim. 2. as. © 
BARUI LEERKAME, KEAN 
* 28 e 
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|f aas- adsl lonl) =al) ds 


« [toco — oo Mee le 一 ww jds (5) 


上 式 当 n, b— co ERRATO, 而 卫 是 完备 的 ， BIER CD SECO 
的 极限 是 存在 的 ， 还 可 以 证 明 积 分 不 依 束 于 序列 (o (2) 0 3 
&. | 
定理 dac) EX HU. SDAOA B4X lei 可 
fuj,zc(Q xk 吾 上 荐 波 南 纳 可 积 的 . 

证 WbieC)) 是 有 限 什 的 序列 , JUS EE SUC SUP eC). 
e(") 波 赫 纳 可 积 时 , (3) 式 成 立 ， 由 (3) 及 不 等 式 


{l= LaF |ds 


<f ls) -eds t+) Jo) eC) ids 


推 知 极限 lim| aO FE. ARER 
HOIESEACIESPORPTOI 
及 jz(-) 的 可 测 性 推 知 lz()| E E EA 
反之 , 设 lel EE TETERE., B 
"- l z(, 当 haO Ita) +2, 
E AO EON EE: T 
那 来 , yO ETRA, 满足 Ls C8) Lc les C82 | CL-- 2773 ya 
HAF ol) E E LJLTsbApURGE. 由 eC] 的 可 积 性 和 
lz() —».Gi«leG) | Q--275 
知 lz(*) — v. (28 是 可 积 的 , 根据 勒 员 格 积分 的 控制 收敛 定理 ,得 
到 
lim] 1a) - y. (9 las=0, 


*. 809. 


PDF 文件 使 用 "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


Mis EE EF JEDE REB. 

对 波 替 纳 积分 , 利用 第 一 章 的 方法 , 容易 证 明 ， 

定理 3 iko) EX ERATA, ACO, D, HE 
对 于 s>0, 存 在 ELLE, (ER [mAn E), Ei 


| |. COL a(s)ds | <8, 


EEA 对 于 #E lk 8j, ri, 9): EX ERMAR, 
3r H 


lim. le, s) - e, $1ds- 0, 
AE (0, 1), 那 末 对 于 5670, 存在 EXC E, E 
me — An, 
ANTO oa 一 | . mt, de EJ 


定理 和 § dto(O:[e, B]— X JEBOMRAN REEARU,A C (0, 1, 2B 
未 对 于 e>, FE EiC[e, Bj], 满足 
p CE) -—(8—m)A, 


foc a (aa v(a) ds |«s. k 


EFIRI HAEA HR, 


* 550 9 
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附录 6 最 大 值 原 理 的 非 光 将 分 析 证 明 
Ep 


有 内 抽象 的 观点 来 看 ，Ioarps iK fH J6 3E — 4 i f 
PER- Br ARR. MARERA 7 DLE EE ARTE , RURSUS, 
是 指 : TEUER ERE ZH BS EE ESSERE E 
RRG EIA LEAR ME, 那么 函数 在 该 点 上 对 于 任何 “容许 方 
向 ”上 的 “方向 导数 ”都 不 小 于 零 ， 如 果 集合 很 正规 ， 例 如 , m Heus 
闻 ( 对 应 m 个 变量 的 无 约束 最 优化 问题 )、 由 多 变量 光滑 函数 的 等 
式 确 定 的 流 形 (对 应 带 等 式 约束 的 最 优化 问题 )， 而 被 求 极 值 的 
函数 义 是 光滑 的 ， 那 么 我 们 立即 导 得 熟知 的 Fermat 定型 和 
Lagrange RTEA. 最 优 控制 问题 的 困难 恰恰 在 于 它 所 涉及 的 极 
信 问 题 中 , 自 变 量变 化 的 集合 不 太 正规 ; 这 里 被 求 极 值 前 函数 是 榨 
制 问题 的 目标 函数 , 其 自 变量 是 状态 和 控制 , 而 它们 的 变化 范围 由 
状态 方程 和 容许 控制 集 等 来 决定 ， 即 使 日 标 图 数 对 状态 写 控 制 来 
说 都 很 正规 ， 但 状态 方程 与 容许 控制 集合 会 使 这 个 了 沙 数 在 一 个 古 
怪 的 集合 上 求 极 值 ; 或 者 把 控制 也 用 状态 来 隐 含 表示 时 , FL ERG 
会 变 成 状态 的 古怪 的 函数 .这样 一 来 ， 要 弄 消 集合 在 一 个 点 上 的 
“容许 方向 > 和 函数 的 "方向 导数 ”都 变 得 不 太 容易 ， 于 是 在 许多 经 
WFH RTRT ete, 并 要 用 上 请 如 Brouwer 不 动态 定 理 
之 类 的 工具 , 才能 奏效 ， 然 而 , 如 果 能 适当 假定 情 优 控制 问题 有 很 
正规 的 “容许 方向 * 和 “方向 导数 ?， 那 么 最 大 值 原理 的 证 明 就 会 变 
得 很 简单 . 例如 ,用 动态 规划 方法 证 明 最 大 值 慰 型 时 , 者 能 假定 秆 
HALER (UA [E cH EAEUBGU HIER. ZE228 p 

» QóÍ * 


PDF SEH "pdfFactory" 试用 版 本 创建 www.fineprint.com cn 


BEARER TE Lipschitz fE, 8b BSEC BEER P UE BH n e 
很 简单 的 . 

非 光滑 和 分析 是 近 二 十 年 中 发 展 起 来 的 新 学 科 . 其 主要 目前 之 
一 就 是 要 把 那 种 非 光滑 的 极 信 问 题 的 一 阶 必要 条 件 说 清楚 ， 这 里 
当然 不 是 沧 给 出 一 个 抽象 结果 就 完 ， 而 是 需要 由 这 类 抽象 结果 能 
导出 许多 能 验证 的 有 意义 结果 来 . 因此 ， 为 了 适应 各 种 问题 的 需 
要 ， 人 们 不 得 不 引入 许多 种 “容许 方向 "和 “方向 导数 ”的 定义 ， 并 
且 它 们 还 不 能 互相 代替 ( 人 参看 了 ankowska<16》 及 其 所 附 参考 文 
献 )， 非 光滑 分 析出 现 后 ， 人们 自然 会 想到 , 能 否 以 此 来 重新 给 出 
最 大 值 原 至 的 证 明 ， 但 旱 期 的 一 些 工作 并 未 在 观念 上 有 均 大 变 
1t. , 

Iur, Frankowska <17>, <18>7E Pallu de Ja Barrière [20] 
KAME, SRSVT OK MEUSE E YES ERATE. 这 些 证 
EEPE T 3EXGHEAHEEIE E TE, EARE BC TICIRTRER A) 
— ro SCA PEXXOR RRE EARE, IRREGULAR. LH 
是 在 终端 自由 的 情形 ， 最 大 值 原理 可 由 无 约束 的 非 光 滑 极 值 问题 
的 一 阶 必 要 条 件 立即 导出 ; 而 在 终端 有 约束 衫 形 , 最 大 值 康 理 同样 
也 可 由 约束 的 非 光滑 极 值 问题 的 一 阶 必要 条 件 导出 ， 只 是 这 里 的 
有 些 处 理 就 显得 有 点 复杂 . 尽管 如 此 ， 这 些 最 大 值 永 理 的 证 其 带 
来 了 某 种 观念 上 的 更 新 , 值得 在 这 里 向 我 国 恋 者 作 介 绍 . 

Frankowska 的 证 明 用 到 的 非 光 沿 分 析 工 具 并 不 多 ， 实际 上 
只 需要 下 列 最 简单 情形 的 “容许 方向 ”的 概念 . 

设 四 为 Sm 中 的 任意 集合 ， 对 于 yER", 定义 

TN = {vE R | Gh 0t, o,—v, y+ uo, € KT. (1) 
EP K 在 点 的 相仿 锥 (eon#ingent cone), 这 是 K WEA yA 
BUSCRORESUT IB RYP Ak. 这 个 概念 容易 排 广 到 Banseh 
空间 等 一 般 情形。 有 了 这 个 概念 以 后 ,对 于 定义 在 E 的 邻 域 上 的 
TE EE 
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XE EE F, mMREEYCEKE 上 达到 极 小 值 , 那么 其 一 阶 必 要 条 人 性 


显然 为 
YE， | VF QD, 9570, (2) 
JU 394 1378 RTIA n E. E3 SHE DB i ea. 
(P1) | ming(s(T)), 


其 中 g: 人 Rm"-> 民 为 连续 可 微 函 数 ， 而 el): [0, T] R" 为 满足 下 
列 终端 自由 的 状态 方程 的 绝对 连续 映射 : 
EG) =f (el), u(t)) se. 
qp (D) = wo (8) 
«(ij EU 
X GU 是 控 制 区 域 ， 它 可 以 是 有 限 维 空间 中 的 任意 集合 , 甚至 可 
一 般 地 全 定 为 某 个 距离 空间 ;让 R" x U — R? 连续 ; ww [0, T] ^U 
可 测 ， 下 面 的 证 明 对 w《") 按 自述 续 也 成 立 . 
如 果 对 于 任何 iE 人 多, T], 令 
RO To HTE, w(*) 是 (83) 的 解 ,} — 0 
它 称 为 系统 (3) 的 罗 线 在 时 刻 主 的 能 达 业 , WAEREA, (D, 我 
们 立即 可 得 最 优 控 制 问题 人 PT 的 一 阶 必 要 条 性 为 


Yo EPan),  (Vgis P), e>, (5) 
引入 R" 的 狂 O BH SEO mm. 
OQ -(pcR"[Vg CO, (p, a» «0r, (6) 
VE FF (0) C RISS f 
- Vgiz(T)) € Tim TT. (7) 
MEHR E CO 究 章 可 导出 什么 结论 、 它 与 最 天 值 原理 能 扶 上 
Sg os Sb p PUN ZR DER. 


定理 1 (Frankowska <1 It t€ [0,73 ,u(): [0, T1—U 
a, m0): [0, 7]— R” JE E BE CO) X] ME wu (2 B9 EU XE SELES, T 

uf), vo T E 
ESEE 
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H1) x TJUP Fo EO, 7], F dE Ge C), u (0) BE o iD, 
H2) 存在 >00, kC ELO, T, R), BA TIERgicU, 
£€[0, T], f£ ili | 
Yai, CBE, 8), lf Go, D —F rs, ux BOO [23 tah, 
B(zit), e): -ity € R"[py e QD] «ej. 
35 ZA LX ERI o EP reolt o)2, F FZUAEAFZT TE 
d 


| x 900 = GG, us, - 
z(i,)—, 
1E Uo, FIP RHE sz 满足 

Vici, T], Sx (D Cl ga(r(t)). (9 


回顾 相依 锥 和 能 达 集 的 定义 代 ) 和 {全 ， 我 们 可 以 看 出 定理 1 
不 过 是 第 四 章 $ 4 的 结果 的 另 一 种 说 法 . 僻 是 ,有 了 这 两 个 概念 以 
后 ， 它 被 表达 为 能 达 集 在 系统 状态 处 的 相依 锥 对 变 分 方程 的 不 变 


性 . 
推论 Vp C) ROGUNJUER | 
-O= (A aD, IN vo (10) 
(NT, 且 满 足 P 
P E Treo tE ET, | (1) 
NEC[O, 6], PWD ETro lE DY. |. (12) 
r3 
VD) € Too (FT = VtC [0, T], db € Tos GT). 
(13) 
证 明 对 (8) AGO Ez H198 — 3€ 8 5 LOCUS) arg 
Qb(D, 60)» — QE), H(to)>, (14) 
XjfE d eC TRSQrQGD), (iow T, EO, (9)rn py t 5 ou Bf 
TM 
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X HH (9) A ox (19) € Tos GE (402, B. Ri QD, (109 f8 
(b (0, v» — Gh, olio) «0 
BR o 是 任意 前 ,所 以 下 [的 CT RS EON. | 
定理 帮 ‘Pallu de la Barrisre [20D ÆA M 1 mMBSET,ix 
EEO, TIABI o OIGE aL =S aE, uO, 
VuCU, fa), wu) -Fir(D, wu) Cm (m(). a5) 
证 明 ”由 假 定 , 我 们 有 


T(f)—z(t—h)-Fhf(m(D, wu) to, (16) 
H R> Rah. [BEuCU,3 mST THE 
a, 0) e f (ae (2) , u), 
i a. (E— R5) = slh, G7) 
ni mt) 一 一同 十 | FCC), uds 


因此 ,对 于 充分 小 的 >0, 由 H2), 我们 有 
[ex(€) — ss) — hf rt— 9), wh 


Jf Uri, ) FG G0, ee] 


<f Els)|r(sy — w(t— hlis 


«V Gp. 1A), ids deolh), (18) 
B6), (18) 8L CD ,立即 得 到 
taD — (E — h) 9- Af (r(E— I, u)--o(83 

— S — A) -hf ((2), wu) oh) 

—2() -AUf (QD), wD — f(x, u(0)12-0(9). 
因为 由 (17) 易 知 NOCERA, Baking SLOD,. End CL JR 
X. | i 

推论 (最 大 值 原理 ) dig): [0, T] R^ Jut S C10) 
T 
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的 解 , 县 满足 - 
UP) € Toi (e D)», (19) 


KO, f GO), IOD max «UO, FEO, u) (20) 


EAUS, (15) 3r Aá. p 
Z, REGERE HEEL h RURE ERA 
WEN. ZEL XX OPAOXP ER RO Re (c PE ENR E, 而 仅 指出 
对 于 任意 的 控制 (*) 及 其 对 应 的 雪线 m(-), Web CER U 和 对 应 
HIRIREN VO) WNE REMA EC) 能 达 点 处 的 相依 锥 
有 某 种 不 变 关系 ， 容 于 通常 所 说 的 最 大 值 原理 ， 只 是 把 这 一 关系 
再 与 最 优 性 的 必要 条 件 联系 起 玉 而 已 。 例 如 对 于 问题 (PD), 册 (7) 
和 (19), 令 
pT) = — VgG(T)) (21) 
ji A SIRE DEUS BO HL DDR BRE 96, BR (10), (20), (21). 
对 于 更 一 般 的 终端 自由 的 最 优 控制 间 题 也 可 类 似 讨论 . 例如 ， 
Xj BOIS A 
min $(«(9), oT)) +È LOG), aD) 
(P2) - =f), wl)), 
z(0) c K, u(t) cU, 
wer 


OR E rat, uo») exc —-2- n0), u(), se. 
0) €- $G(», ET)) T (8 (0)7, 


uli 2- $(GQ), z(T)), 


dt, GC), u(D)»— L(r(t), uCt)) 
-max((b(D, FG), uy» LOL, w)). ae 


+ 3D * 
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这 里 由 互 都 要 求 有 一 定 的 正 财 性 ， 与 经 典 的 结果 不 同 之 处 在 陡 
AER FERRE K 可 很 自然 地 引入 Tx(xC0))7 项 ， 
对 于 不 固定 的 自由 益 端 问题 仍 可 用 同样 方式 玉 讨 论 ， 然 而 ， 
对 于 终 间 固定 ， 或 更 一 般 和 的 终端 有 约 来 的 问题 ， 上 述 讨 治 就 失效 
T. 问题 在 于 我 们 不 能 再 利用 类 位 (如 一 (站 闭 样 的 关系 , 而 应 该 代 
之 以 某 种 Lagrange 彝 于 型 的 条 件 。 下 面 为 明确 起 见 ， 我 们 考虑 
下 列 有 妾 端 约束 的 最 优 控制 问题 . | 
min ple), s(T)), ..— 
(P3) | ico =f (s(t), (H), «EU, 
z(0)€ Ko,  z(T)C Ks, 
其 中 pR” R” R EAM, Ko E2CR" E 
DESERTE WEA 
W: -(u(-:[0, T] U u 可 测 }.. (22) 
EY EEX | 
d(u(-), (90: (£i [0, T) ju(Ds»(2)), — (23) 
XX HERO, ZI EB] Lebesgue PiE. W aCA d ie YEN 
ER, HA XCPd RRERZEI. PELD R" xd Rhx en 
" Dro, u(*)) = (20), a (TY), 


Epel oE GM, YO Rx A, X: -R^xR", K - Kox 
K4cX, J: 一 和 :VY 一代 ， 则 间 题 (P3) 可 表达 为 下 列 抽象 的 约 


来 极 值 问题 

min J («), 
(P) feer; 

Sw) EEKCX, 


ZPJ 是 完 务 距离 空间 Z DIE REGE E, O yaC NS UE) 
Hilbert 空间 X HEZE, K HEX dme, RITS EE 
问题 C2) 提出 一 条 非常 一 般 的 Lagrange 乘 子 型 的 定理 . 这 里 的 

«37 * 
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困难 不 但 在 于 J, 9, KER- EEEE, HET Y ETER 
空间 , 它 不 一 定 有 与 虐 离 协调 的 线性 结构 ， 正 如 对 党 所 提出 的 路 
ERE. 为 此 ， 需 要 提出 距离 空间 到 Hilberi 空间 的 映射 的 变 分 
dig. Y >X KEERA, EX FEAE 上 的 一 阶 相 
Verw): = {g € X |J&,50*, yay, F(v) -Ay,C FC(B,Q)) T, 
其 中 Baio sucer dlu, v)- Rh). :4 y A Banach 空间 F jë 
5t nf ET, 则 由 Bao) — e-- ABCB 为 Y^ 中 的 以 原点 为 中 心 的 单位 
FER), F(oe--RB)-—F(v)—-RAF'Qw) Bolh), ERAH Vra) 
FF'(v)B 、 间 题 在 于 我 们 这 里 的 Y 不 是 Banach 空间 ， 故 需要 有 
这 样 的 推广 . 
定理 3 (Frankowska (185) B v €^ E HECA TER, 706 
来 存在 序列 {oC vQ— v, (x20 KE, er > Do) E E Axz—0, 
GC X, A lex - 21, 对 于 任何 天 一 工 2, ---, Wi RE 
Vy € T (my), e, v»x|yl1/2k, (24) 
V (ap, £z) C Fus (Ux), Aye + Cen, eL 一 1/2k. (25) 
证 明 Xi EN keL 定义 


JEV Rf Q) o max| 0, JO) 一 TCD 二 -| 
lrs Vx RIR, Felo, 2) - fü) + IB) —ol?. 
那么 Fr ERREN ZHI XK ERIEN ES, 县 
F, D(v)) =1/, 
对 及 和 点 (5 PENA HE Kkeland 3845 JE 38, Wok f$ eC Y^, 
mm 亡故 ,满足 | 


(26) 


dlon, v) - [G(9) — al Tk, 


- (2) 
Eor, e) Fa(v, Poh) = 1 FE, 


* B38 * 
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Vlo, DEF x K, 
Palo, a) Blow, m) — ge (dC, v) + le-a). 
此 苏 , 由 五 是 问题 (多 ) 的 解 ,还 可 得 到 
Fus, gy) 7-0, (29) 
E28) pA e— v, sme thy EEK, WS 


BC) — e, — Iw E*— 1 (0) — alf — hl. 


TA yC€UTum), MEE A.—0*, Yay, Hi outen EEK, M 
ig 


28) 


lim 7— (I8 (3) ar hayal? — BC) — |?) 
—2405(0)—m, —»2—|y[/8 
Vu Ca, €D(v)—m,v»«lyl/28. (30) 
55—7j Bi, 46 (28) rB, A m m, 则 得 
LfsCo) t [8 (v) — ex|?] — EfeCox) 8 (0) 一 下 的 
= zr d, V.C (31) 
"m (ao, 2) CV» (vi), WI zr ha — 0*, CWn, z9 —> lw, 2), 使 得 
(J(x), PO) 十 和 (ap ao € (J, D) (By, Q0)), 即 存在 
| vy. € By, (9) Wk Ji. J (0) + Aus T (v), Pu) -rA 2, T Pre) 
At, 在 (31) rh U =— Vrp, H 可 得 


身 
max | 0, J (0) Haon J (5) d 


Bp 


~ max [0, J (Qu) —J (7) b 
+ |P Co) EM 1 (v) — el" 
dV Ve) K 党 - 
* Q3 e 
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PIER EA 2^. JF n— co, 即 得 
viw, DEV u.n O, 


| - (32) 
favis d (D (o) — m, c0 —1/2R, 
最 后 , 册 (26), (27), (29) nj ^d 
L/h Fu On, ax) — f&(oy) t | (0) — elt, 
A. 
Ay — fa (9x) / S Eu, m) Q Uo (D) 2) / VF On, 2), 
Wu EE (27D, (30), (32) TTA REINAS. E 
定理 3 是 个 抽象 结果 ， 对 于 我 们 的 具体 问题 (P3), J'— 0, 
这 时 , (35) 式 可 代替 为 | 
VeCVe(eo, MTE tEn Do -—1/2b (33) 


因为 容易 验证 , Vpr, 2) €V as QV). 
2J Y HU REHUCAGEXS 3, 我 们 引进 集合 列 的 Kuratowski PR 
版 的 概念 ， 设 L4. 为 距离 空间 召 中 的 一 个 集合 列 。 则 
lim inf A= A: = {0E E|Ja C Aj, Hn] 


PRA {Art 的 Kuratowski FHIR. 对 集合 族 的 下 极限 也 可 类 似 
定义. 在 非 光滑 分析 中 押 应 用 的 各 种 "容许 方向 ” 集 ( 切 向 锥 ) 中, 有 
£J 下 一 个 重要 结果 . 
引 理 (Uornet, 参看 [12] 400 页 , EHRT) WEK 为 有 限 维 空间 
X 中 的 闭 集 .那么 对 于 任何 2E 扣 天 ,有 
Hm inf Tgr) —Okg(z): = [0E X| Vh »0*, 

Va, x, du 0, v, tAn EK} 
MHa-szWdgRedkK AATE Ck) PA K duc ht Mj 
Clarke 10915) 5, B 

有 了 这 些 概念 以 后 , 定型 3 可 改 述 为 . 
定理 设 4ExY BECOME. WATE APO, LEX, 
= S40 » 
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VY ICE m1 满足 

Vy COD), lE g»«0, 
Hg | 
| LENM): —-Ok(DQv))". (34) 
Vw, z) € lim inf Va, nv), M+ DO, (35) 


和 如果 J 94D, d 连续 可 微 刚 (35) 可 代替 为 
VzCliminfVsa(v»), «AVQ()- 6,29, GON 


EE ERREARI URRE EE ECCE 
WITA, BgcrPIAPBREO, ORBIS E (4) —(936). 
下 面 的 问题 在 于 首先 要 指出 , 当初 什 TEK MERECER 
HRH T= (Zo, u(-)) € Y^ — R^ x 4r 是 问题 (PP 的 及 其 一 般 化 (2 罗 ) 
的 解 时 , Him inf Fe(o) 是 什么 事实 上 , 我们 有 下 列 一 般 定 理 . 


T d(Frankowska (185) dE (GC) uC) A X B6 (3) 的 
解 , EA HO, HHE., WARTE ycRkE", jy sL ERNE 


To Sal) = E SCEE), UIA, 


E ! (87) 
8z(0) =y, 
的 解 5z(.) 满 足 
(Cy, SPD) €Ve(z(0, uC), (38) 
而 对 于 任何 tC (0, T], 其 上 RR == f (a o), “G, U Eu CU, 
下 列 变 分 方程 
(t Ba (X) TA EO ADI CO - 
Sx(fo) — f (s (£9), U) — (xo), u(to)) 
idi 8z(*) BLUES 
(0, 8z(7)) CVs(z(0), u(*)). (40) 
Ti BHBLEE mE 
» dl ， 
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H3) vu€U, -f C, u)te a EO, 下) 的 邻 域 中 连续 ， AER 
(88) ，(40) 的 右 端 都 可 代替 为 “lim inf Vale, u()). 


gm 0 Vt EET 


这 一 定理 完全 是 定理 1, 定理 3 的 推广 ， 基 证明 也 几乎 一 样 ， 
后 半 段 则 只 是 利 月 了 一 些 连 续 性 而 已 . 
有 了 定理 3 和 定理 4 以 后 ,我 们 就 很 容易 导出 关于 问题 CES) 
的 景 大 值 原理 如 下 . | 
定理 号 (Frankowska<18>) HECO, CAR M (P3) 的 
f&,H H1), H2), H3) E, MRTE Az» 0 PIEPER RE CLO) HR 
v(2, B. 322-19 (221220, J | 
Qb(0), A CAVO GEO, x(T)) 
(00 XNaGQ) x Nx, GO), (41) 
以 及 对 于 儿 平 所 有 的 2€ [0, 73 
Ch, FEG, uY max Gh G), FD, w), (Q9 
其 中 
Nj (30) ) x Na, (EY = N go, (3(0), mCP)) 
= Orr, (Z0), 2(P))7 = Or (3(0))" X Ox, CE (D))7 
证 明 “事实 上 ,由 定理 3 ,存在 >>0 和 
E= (Eo, Er) € Ns (Gr (0)) x Ng, (aD), H+ (Eo, 6201, 
使 得 


vec lim inf FeO), TORP i | 
gc, (42) 


Q4 GO, sq) Vo er), 22770 
由 定理 4, 出 此 可 得 ,对 于 任何 yeER", jy 上 | 所 1，(37) 的 解 SoC) 
Æ 
KAVE), TT) + Qs, Er), (y, 99 (T)) 570. (43) 
设 C229 31098 D FRIT 
. 342 。 
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(0) -x 9 4 (0). (D) 


Qs 
+r E€ n- $(G(), EDAN (ZT)). (44) 
出 (42) 可 得 
(a -2 AEO), E) +o, d0) +H), B20, 
但 HCE), 8s (P)» - Q0), 92 (05, AT 
(a -2 $8 (0), (D) - G9 400, 8207» 


-0 2- HEO, ET)) + t 10), y). : 
i y REC Grot Ee, 即 得 


40) 一 -2 E0), E) 
+E EA -Z $0), E+N GQO)). (8) 


此 外 ， 再 由 定理 4,，(42)，(44) 和 (46)， 可 得 对 于 几乎 所 有 的 tE 
[0, TURMTE f] «CU, A 
(—D, 82 00)» = (— JOD, FG 8 f(x), Lt) 70 
B] (20) fF. ü 
这 样 , 我 们 就 完成 了 终端 有 约束 情形 的 最 大 值 原 嫂 的 证 明 . 这 
个 证 明 在 思路 上 与 终端 自由 情形 是 一 致 的 , 只 是 在 有 约束 了 时 , TH f 
维 的 讨论 被 代 示 为 相依 变 分 的 讨论 ， 在 数学 工具 方面 ， 没 有 应 用 
Brouwer 不 动 点 定理 . 凸 集 分 离 定 理 对 ,但 为 证 明 一 般 的 Lagrange 
匀 子 型 定理 3 和 定理 8， 需要 利用 非 光 请 分 析 的 Ekeland 252 bi 
理 ， 这 蜂 还 出 现 了 新 的 非 光 滑 分 析 概 念 ， Olarke HEREN IB 
VE a AERA k EON GO), NeT. 但 这 是 由 于 我 们 
zt gie dr&r [n (PD e Lc A 80 53 — REC RR A £3 RC IRI RR. AE 
IINE 
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Hen {æo}, K p= {£r}, hr 

N g,Cm (0) ) = Ni (m CP) = (07, 
EH GREAR magst, 3f EL Xx ep dua] BLORqEZDHS HS HH 
B. 
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